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30 Esercizi di Analisi Matematica 1 — Aggiornato al 29 dicembre 2014

Induzione 2

Argomenti: principio di induzione Difficolta: % *

Prerequisiti: principio di induzione

1. (Disuguaglianza di Bernoulli) Dimostrare che per ogni > —1 si ha che

(14+2)" > 14+ nx Vn € N.

Dove interviene l'ipotesi x > —1 nella dimostrazione? Che ne e dell’enunciato nel caso
: i MR

2. Provare a dimostrare che per ogni x > 0 si ha che

n(n + 1)332

(1+x)" = 5 Yn € N
e vedere che succede. Provare invece a dimostrare che
n(n—1) ,

1+2)" >1+nx+ — 5 7 ¥n € N.

Generalizzare questo tipo di disuguaglianze (avendo in mente il Binomio di Newton).
3. (Stime per radici n-esime)

(a) Dimostrare che per ogni intero n > 1 vale la stima
1
Vo<14 =,
n

Determinare una stima analoga per /a in funzione del parametro a > 1.

(b) Dimostrare che per ogni intero n@l vale la stima

NG)
Jn-1

4. Dimostrare che per ogni coppia di numeri naturali k£ < n vale la disuguaglianza

7()<2

5. Dimostrare che per ogni intero n > 1 si ha che

Un <1+

dove || indica la parte intera del numero reale a, cioe il pin piccolo intero m < a.

6. Dimostrare che

] [ 1 1
1 — — < 2 Yn > 1.
+4+9—|—16+ +?12 n >
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(Disuguaglianza di Bernoulli) Dimostrare che per ogni & > —1 si ha che

1.
(14+x)" =21+ nx vn € N.

Dove interviene l'ipotesi z > —1 nella dimostrazione? Che ne e dell’enunciato nel caso

z < 17
(<) Mx>-2

PASSO RASE. pf-o

P4S5S0  INOVTTIVD !

Vere IN

(124x)7 2 ( 1 +roX)
z (1+0X)=41 ou

(4+x) °=

=> (1 +X)m+4z (1+ (m+4)X)

(24X)7 2 (L +0r2X)
Vale SE Xz 0o  XE~1 (=0c)
m+4
2 (14x) = (24X (44X)7 2 (243) (L4 05) =
=4 4 (m2)X+mx"2 (1+(»+)X)
£0

(i) PELA x=-2  (14X)7 =02 (1 +rx) Prozd

(war) PEL X <—2
M=0  (4+4x)7 =0 = 2+mX =4
z0

dtrmXx Pz 2 FAR|

M+O FPAR| (2+x)” > 0>

(M PISFAR|

2+ mX

(2-Y)" z 1 +0m(Y-3)
2(2-y) z0© oA

~2¢ X<~ (2+X)7 2

\7/: X +2Z 0&744_
PASSD DASE (7= 4

| Z 83y 77} (2—7')
=>(2-Y)

=Yz 4d+Y2=Y-2
7z 4 +m(Y-2)
MrE 2 4 Hre)(Y-3)

(2-y)7"% = (2927 2 (1-%F(2+ (Y =]) =

1407 (y-%] =2y -2y (y-2) v +ﬁya(y—6) =
= 2+(r2)(y-2) -2(y-2) -2y -2y (y-2) +y S +myS(y-2)z

77/ (2 ++2)(Y-2))

-2(y-2) -=y -2y (Y-2) Fy© 4_/,7),&(},_6)2 o

—2y +$-2Y —2my iy +)’Z+/‘7yj-z/byz Z O 275
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S =5y #Smy YT =50yE rmy” Z 0
m(éy—§y2+y”) + 9=-5y ry% =

0 0,
=(rry +2) ($s=5y+Y Y = oy +2)(N-2)7 20 ou

r-2  (2+X)7 £ 2+mX

y=-x y>2 (2-Y)7 2 2 ~my

PasSo DBASE (Mm=2 4_7 < 4-v
PASSO imvp. (ﬂ__y)/bé ARV,
=> (2-y)™% 2 2 - (r7+2)y

(2-y)™+% :(1~y}2(2-\/)”£ (2-Y)° (2-my) =

= 2-r7y = QY +em Yy Sy s A=ty +2ry Sy Sy 2
2 1+ (mt2)y
7O
ey Gytiey’ 2 0 Y(Rmrd -my) 20
M+l ~mY 20 m(N-2) 22

\7(7’ >z 1 B < (2-y)™2 2 2 - (r7+2)y

J-2
~~ ¢en _1_ £ 4 vz [llmusrE E o4
7"—2
Qpm  (4+x)7 £ 4+ mxX P x £-3

~> FPEA -23<4Lx<-2 E NVELE SSAN/O Vv EMF/CANE
IL PASSC [PASE FPEML /7, 2 1 PIS!

—x-2
ES. /=23 71—_—_)(

7
(“1-v )7 = 2 —-2Y 4—3\/?‘- yjs 7—~3Y

37/2—\/3;0 Y(2-Y) z0 o4
3/%



2. Provare a dimostrare che per ogni z > 0 si ha che
nn+1) . .
( 5 ) 2 YneN

&

(@) (1+z)">

e vedere che succede. Provare invece a dimostrare che

(1+x)" > 1+nx+ n(nf)l@ Vn € N.
- D)

(Q) Generalizzare questo tipo di disuguaglianze (avendo in mente il Binomio di Newton).
(@) PER. X=0 (4+0)" =4 20 o4 , @irosTalstio chEe:
Vx>0 (@+x)72 /‘_7%‘_/ <% rmelN
FASSO BASE: M=0 42 0O

trsso lwa Vo (A+x)" 2 rm(r+d & —>
Z

)”+i>/ (ro+2)(r7+2) < %
Z

=> (i +X

7
@ +x) 7 = (24x)(2+x) 2 (2 +X) mfzu/ <

—

m(/£+£} XZ_‘L ﬁ(/£+l/ ><2 + Q‘Tf‘Z) x*_ (/'7+4/><L=

(ro+2)(r7#2) o= L o2rt] P i) xt

— = 2 DA
i
= (ro+2)(/7+2) XZ (=> 72 (75+12) ><2 _ (/‘7+4}><L > 0O

z Z r

(/’7+4)><7-(Qx_4);o ~m 2 2 >0
2 >

Sl DEVE RIVEMUF/ICANE 1L f4sSo [CASE

PASSDO DASE .| M= 2 1+x 2 x% XSx-2%0
=2 3V2+5 2207 ocx e 105 L 2
=~ Tz <2

2
~> L CIMPOTT. fop TIuToms CFEACHE ColE=ERpE
ESSEAE Mz 2/x 74
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hsso RASE 1,5 =2 (F+x)% =z 2% 2xTex-2< 0o

x:Zi‘/§+2 — EYEY O LX< 2403
p) z Ed

W TAl cAsO )L gasso WwoITTIvo FuvEhss ,

Z >~z

M2 =
X 1+D2

PASSO DASE 1 =2 (24X) 2 6x° 443X -3x“+x” 20
. S5
1+x(3-3x+xF)zo Px>o

IL PASSO INQOTTIVO HAICHIEQE 4 M7 & ~5 X 7 z
X =

~> Vxz2 @wx)"z mlord <% 23
g Z
PEd. )= O % ' 20
=2 o e e
i ixelg iblr ]
mEZ /7 F xelo, Ztﬁ.?j
(4

B) Vxzo (@+x)72 11mx+m0-4 <% re N
z
AsSo BASE: m=0 1=z 4 o/

PAsso WouTTive:  (@+x)72 2 pmx+0o(o-t) <=
22

) Y

=> @+x)70 2 Hmee) x+ 12001 < ®
Z

(A+x) "2 = (41x) @+x)7 2 (@ +x) (2 +mx+@_(/_£-_l/ xz} L

13 +mx+£7_(g-_‘/ < Fp x £k (r-t) 5B
z

= 4 4 (r12) x + 2 (0244 ><z+ 02 (7-4) 5«* 2
2 2

> 4 4 (ra) x 4+ 220048 % e 2 (7-0) 5 *
Zz 2

\V
0

oy
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(C) Vx 2o y 17//'96/)\/

(ex)T = f (7) <X > /}ZM ()< Y oo p

N=o N=o

3. (Stime per radici n-esime)

(a) Dimostrare che per ogni intero n > 1 vale la stima
1

V2<14—
n

Determinare una stima analoga per {/a in funzione del parametro a > 1.

(b) Dimostrare che per ogni intero n > 1 vale la stima

<12
A
" Hovoron's .
(@) VYmz4 Vz < 4,14 £> CAS (14 i)
Vs m
BEAMoULL
w
(14 L) > 1+m 1 -2
4 r
m\/@_ < 4 4 (o-9) &= e < (i. 4 (@—A))m
™ M
BEANMoULLI
44
(j_ 1 (‘9‘”) > 24m(e-4) _0o Ve>o
/7 Iz

&) Ymz4 %£i+£

-2
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4. Dimostrare che per ogni coppia di numeri naturali £ < n vale la disuguaglianza

() <57

M=72 N= {Z- - 7 > < _
\ 7 Z
M=3 N=2 a3 > 2)= 2
\ 2 ) \Z2) ¢
Mm=64 N=3 (52 ¢ » [5) = &
\ 3 ) \ 3/ zZ




5. Dimostrare che per ogni intero n > 1 si ha che

|
gzl_ + — L]n 5T,

dove || indica la parte intera del numero reale o, cioe il piut piccolo intero m < cv.

Hymo 42 25 L
/7 277

> Az 14l lyel & AP
n=2 N Z H=4 AN 2

2
CASSO DASE - M=o = 1 -4 24 ou
P

PASSo INOUTTIVO

27 P
- v +4
> 4 2 _”2 = 1 z2 2+
H=4 AN i Q=4 4 Z
M+ " 14 ot
2 2 , Z He. Wo. Z
4_ — Z — 4+ Zm .i_ Zz 1 4+ ﬁ:_ + 2 _i__ =
4=4 4 N=g N 9274y " N2y MU
rtd
z ?
= 2.4 0712 _14_2 1 5 44 0t2
3 Z p=2"4s M &
rtd
2 Zmr/_
= 1,3 L 30 > 451
Z p=2Ty M n=2"4s M z
eryl #H 0 | TELNM VAL. Mip.
2 m+!1
S 1z (7T (M) A
n=2"4s M e
) 4
M+l Z/I‘?+ 2.
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6. Dimostrare che
1 1

X
& 4 A <2 Vonzo
y 3 16 (277)%
14__4__]..“-[- 4 41_,__4_4..,.4- 1 oo 4 1 =
5 (2/7’7)?— 4 (Z/m)a + (Zmﬂ)a_i
2 TERMM  F—{4s= & TER) Ty g = rEAM
=34 . [1 ”_) (4_ _4_) ( d A ><
+(6 1'_5 * 464_ +§5 i i (Z””)?‘+ +(2””+4)?‘-—ﬁ_
44+2._4_+22___L_|_000+2m 1 —
4 1€ (277)¢
a7+2
g (i 2l
- 4 1 1 ..., 1 S 4\ —\= __
TR e +2_m_2__(_£) 74 r
=0 z
o+2
2] 2(_4_) ¢ 2
z
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