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Capitolo 2: Fare 27

Funzioni — Esercizi Teorici 2

Argomenti: funzioni tra insiemi Difficolta: » » x

Prerequisiti: funzioni tra insiemi, iniettivita, surgettivita, immagine e controimmagine

1. Siano A e B due insiemi, e sia f : A — B una funzione. Supponiamo che esista g: B — A
tale che g(f(a)) = a per ogni a € A, e che esista h : B — A tale che f(h(b)) = b per ogni
be B.

Possiamo concludere che f e invertibile?

2. Siano A e B due insiemi. Discutere la validita dei seguenti enunciati (hint: uno é vero,
I’altro no ma quasi).

(a) Se esiste f: A — B iniettiva, allora esiste g : B — A surgettiva.

(b) Se esiste f: A — B surgettiva, allora esiste g : B — A iniettiva.

3. Sia A un insieme, e sia f : A — A una funzione tale che f(f(a)) = f(a) per ogni a € A.
Indichiamo con Fix(A) = {a € A: f(a) = a} 'insieme dei punti fissi di f.

(a) Dimostrare che f(A) = Fix(A).

(b) Dimostrare che f & iniettiva se e solo se f & I'identita (cioe f(a) = a per ognia € A).
(c) Dimostrare che f & surgettiva se e solo se f & l'identita.

(d) Indicata con fU la funzione f composta con se stessa n volte, dimostrare che

f™(a) = f(a) per ogni a € A ed ogni intero positivo n.
4. (Proprieta insiemistiche di immagine e controimmagine)
(a) Enunciare per bene (quantificando tutto e specificando caso per caso chi sono f, D
ed F) e poi dimostrare le eventuali relazioni di inclusione tra
f(DUE)e f(D)U f(E), f(DNE)e f(D)Nf(E),
fUDUE)e fYD)UFYE),  fYDNE)efYD)nfYE).
(b) Stessa cosa con la differenza D \ E e la differenza simmetrica D A E.

(c) Generalizzare il punto (a) al caso di unioni ed intersezioni di famiglie arbitrarie di
sottolnsiemi.

(d) Enunciare e dimostrare le relazioni tra f='(f(D)) e D e tra f(f~'(E)) e E.
(e) Determinare cosa cambia nelle inclusioni del punto (d), rispetto al caso generale, se
si assume che f sia iniettiva e/o surgettiva.

5. Dimostrare che per ogni insieme A si verifica una ed una sola delle seguenti tre possibilita:

o« A—9,

e esiste un intero positivo n ed una funzione bigettiva f : A — {1,...,n},

e esiste una funzione f : A — A iniettiva ma non surgettiva.

[to be completed]
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1. Siano A e B due insiemi, e sia f : A — B una funzione. Supponiamo che esista g : B — A
tale che g(f(a)) = a per ogni a € A, e che esista h : B — A tale che f(h(b)) = b per ogni
be B.

Possiamo concludere che f & invertibile?
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2. Siano A e B due insiemi. Discutere la validita dei seguenti enunciati (hint: uno & vero,
I'altro no ma quasi).

(a) Se esiste f: A — B iniettiva, allora esiste g : B — A surgettiva.

(b) Se esiste f : A — B surgettiva, allora esiste g : B — A iniettiva.
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3. Sia A un insieme, ¢ sia f : A — A una funzione tale che f(f(a)) = f(a) per ogni a € A.
Indichiamo con Fix(A) = {a € A: f(a) = a} V'insieme dei punti fissi di f.

(a) Dimostrare che f(A) = Fix(A).

(b) Dimostrare che f ¢ iniettiva se e solo se f & I'identita (cioe f(a) = a per ognia € A).
(¢) Dimostrare che f & surgettiva se e solo se f & 'identita.
)

(d) Indicata con f™ la funzione f composta con se stessa n volte, dimostrare che
f™(a) = f(a) per ogni a € A ed ogni intero positivo n.
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4. (Proprieta insiemistiche di immagine e controimmagine)

(a) Enunciare per bene (quantificando tutto e specificando caso per caso chi sono f, D
ed F) e poi dimostrare le eventuali relazioni di inclusione tra

f(DUE)e f(D)U f(E), f(DNE)e f(D)N f(E),
fHDUE)e f~{(D)U fYE), f~HDNE)e f~{(D)Nf(E).

(b) Stessa cosa con la differenza D \ E e la differenza simmetrica D /A E.

(c¢) Generalizzare il punto (a) al caso di unioni ed intersezioni di famiglie arbitrarie di
sottolnsiemi.

(d) Enunciare e dimostrare le relazioni tra f='(f(D)) e D e tra f(f~'(E)) e E.

(e) Determinare cosa cambia nelle inclusioni del punto (d), rispetto al caso generale, se
si assume che f sia iniettiva e/o surgettiva.
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5. Dimostrare che per ogni insieme A si verifica una ed una sola delle seguenti tre possibilita:

o A=10,
e esiste un intero positivo n ed una funzione bigettiva f: A — {1,..., nt,

e esiste una funzione f : A — A iniettiva ma non surgettiva.
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