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Esercizi di Algebra Lineare — Aggiornato al 9 dicembre 2015

Spazi Euclidel — Esercizi teorici 2

Argomenti: Consolidamento della teoria Difficolta: * %%«

Prerequisiti: Prodotto scalare, norma e distanza in R™, uso geometrico dei vettori

1. Dimostrare le seguenti proprieta della distanza euclidea (anche qui valgono le stesse con-
siderazioni dei punti precedenti sulla necessitad di precisare gli enunciati), osservando
attentamente come le proprieta della distanza derivino da quelle della norma.

o Non-negativita: dist(u,v) >0
o dist(u,v) =0seesoloseu=mwv.
o Simmetria: dist(u,v) = dist(v,u) .

e Disuguaglianza triangolare: dist(u,v) < dist(u, w) + dist(w, v) .
Spiegare da dove deriva il nome di questa disuguaglianza.

2. Trovare formule per esprimere ||u+v|%, ||z —v||?, e pilt in generale |lau+ bv|/?, in termini
delle norme di u e v e del prodotto scalare tra u e v.

3. Dimostrare I'identita di polarizzazione (come sempre da quantificare) nelle sue varie forme

1
(w,0) =  (lu+ vl = lu =],

(u,v) = %(Ifﬂ- +l|* = [lull® — ||lv]*) = %(Iluﬂ2 +1vll* = llu =) -

4. Trovare formule, in termini delle norme dei singoli vettori ed opportuni prodotti scalari,

per
lutv—wl®  Juto—2w® 3u—20—w]?

5. Siano P e @ punti in R", pensati come vettori. Determinare, sempre come vettori:

e il punto A del segmento P() tale che AP = A(),

e il punto B del segmento P(Q) tale che BP = TBQ,

e il punto C' della retta P(Q), diverso da B, tale che CP = 7C(Q),
e il punto D della retta PQ, diverso da @), tale che DQ = PQ.

6. Siano A, B, C tre punti di R™ pensati come vettori e vertici di un triangolo. Determinare:

1 vettori corrispondenti ai punti medi dei lati,

il vettore corrispondente al baricentro,

e le espressioni per le lunghezze dei lati come norme di opportuni vettori,

le espressioni per le lunghezze delle mediane, prima come norme di opportuni vettori,
poi in funzione delle lunghezze dei lati.
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1. Dimostrare le seguenti proprieta della distanza euclidea (anche qui valgono le stesse con-
siderazioni dei punti precedenti sulla necessita di precisare gli enunciati), osservando
attentamente come le proprieta della distanza derivino da quelle della norma.

e Non-negativita: dist(u,v) > 0
e dist(u,v) =0seesoloseu=uw.
o Simmetria: dist(u,v) = dist(v,u) .

e Disuguaglianza triangolare: dist(u,v) < dist(u, w) + dist(w, v) .
Spiegare da dove deriva il nome di questa disuguaglianza.
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2. Trovare formule per esprimere ||u+v|?, |[u—v|/%, e pitt in generale |lau+bv|?, in termini
delle norme di u e v e del prodotto scalare tra u e v.
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3. Dimostrare I'identita di polarizzazione (come sempre da quantificare) nelle sue varie forme
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4. Trovare formule, in termini delle norme dei singoli vettori ed opportuni prodotti scalari,
per
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5. Siano P e @ punti in R", pensati come vettori. Determinare, sempre come vettori:

(@) e il punto A del segmento PQ tale che AP = AQ,

(-@} e il punto B del segmento P() tale che BP = TB(),

(<) e il punto C della retta PQ, diverso d1 B, tale che CP =7CQ,
(f-f) e il punto D della retta P(), diverso da,Q tale che DQ = PQ.
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6. Siano A, B, C' tre punti di R” pensati come vettori e vertici di un triangolo. Determinare:

(Q) e 1 vettori corrispondenti ai punti medi dei lati,
VAR il vettore corrispondente al baricentro,
((_] e le espressioni per le lunghezze dei lati come norme di opportuni vettori,

(cL) e le espressioni per le lunghezze delle mediane, prima come norme di opportuni vettorti,
poi in funzione delle lunghezze dei lati.
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