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Capitolo 2: Fare 27

Induzione 1

Argomenti: principio di induzione Difficolta: * %

Prerequisiti: principio di induzione

1. Dimostrare le seguenti identita
= n(n+1) ", nn+1)(2n+1) ", [n(r+1]°
h=——. Fr— B T | ek

2. Dimostrare che per ogni a = 1 si ha che

1+a.+a2+...+a”:Za."":

Cosa succede nel caso a = 17 Estendere il risultato alla somma a segni alterni (con ultimo

esponente pari)
3 2n

1 = il P L

3. Dimostrare che per ogni intero n > 1 si ha che

i: 1 _n
~k(k+1) n+1

4. Quantificare e dimostrare le identita trigonometriche di Lagrange:

== cos(z/2) — cos[(n + 1/2)x] - 1 +sinf[(n + 1/2)z]
kx) = ; 0s(kr) = :
Zsm( z) 2sin(z/2) ZCOS( z) 2sin(z/2)
k=0 k=0
5. Sia f:[0,4>) — [0,4+) la funzione definita da
x
flo) = 2.

Determinare una formula esplicita per la funzione ottenuta componendo f con se stessa
n volte.

6. Una successione & stata definita ponendo ag = 3, a; = a2, ay = a?, az = a3, e cosi via.

Determinare agg4.

=1

Determinare per quali valori di n € N valgono le seguenti disuguaglianze
" >n, 9" > n?, nl > 2", nl < 2%, 3P 4" < 5%,
8. Dimostrare che (2n)! > 2"(n!)? per ogni intero n > 37.

9. Dimostrare che per ogni intero n > 1 valgono le seguenti disuguaglianze con i binomiali
(pensare a quale relazione c’e tra queste disuguaglianze):

2n & 4n 271.) . P (2?1) P Az
ntf— " )~ 3+l n/) = V3n
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1. Dimostrare le seguenti identita

n—l—l) 5 n+l )(2n+1) . 3 |n(n+1) P
ZA_ : Za , ZL _l : :

m~
7,42) 2/’( o ("7(/’77‘4/
N=o 2

0
@4SSo BASE : (M=o S K =o
N=o

v g
Passo WouTTo: S K = et o S g = (r#2) (mr2)

H=0 2 =0 Z
M+ ~ G
P SK = SK +rme) = Y )
N=0D N=0 2
_ (et y2(org) _ (re2) (2]
B 2 2

1/6') g V\z: pee) ((‘7'!-1) (2(‘7+2)

=) 4
0 2
((ASSo [BASE M=0 =K =0
A=o
FPasso IVpUTTIVO ;
~ M+
S [t mloron) 5 TS0 2 (r+2) (2] (2m+3)
=0 & —o &
m+1 V)
DI S KT = S K% 4 (mer)S _ e (r2)(@ory) (ot 2)2
K=o —o
_ m{m—:—i)(ZmM),;.g (Mfﬁ)a _r#2) (2% +m+6r +6€)
= Z = Z =
(mt2) (20%+77+6) _ (prdlee) (zm+3)
é 4
zmz+7{’7+( o M= ~Z1[)53-4 - %—2
, -3/2

205+ 20+6 = 2 (42) (M +32) = (M +2)(2M+3)
2/%0



/\7

10) S Kgs(ﬂ?(ﬂ?fi/)z‘
N=0o 2

0 z
(FASSo [3ASE . M=0 =K =0
AN=o

™ 2 M+ <
FPAasso INpUTTIVO | S K‘g:(("(/’?fl/) - > K?___((/wz) (/‘71‘-2))
N=0 2 =0 b

| = ~m = Z 2
oin: SK = SK +(m+i)? = (_M) +r2)”
AN=o E1a) <

2
" [t gered) = s’ () )
. & : ]

2. Dimostrare che per ogni a # 1 si ha che

. n .n'+1—1
l4a+a’+.. .. +a"= a":a
— a—1
o+d
FPASSO BASE: M=o 4 - 2 -1 _ 4
o -2
™ K mta mtl mt+e
PASSO INOUTTIVD: = o -2 -2 > = & -2 -2
=0 Q-4 =0 (-Q‘l
m+i ™ M4
K 44
DI, = @ =S o + & -0 2,
N=o -0 CQ'—i

90?{1_ 4 ‘f‘QMtZM -+ &m+_a_i

Q-1 T Q-1

Cosa succede nel caso a = 17 Estendere il risultato alla somma a segni alterni (con ultimo

esponente pari)

l—a+a®>—a*+... +a™"

™ y O
=1 = e == 1 = m+4

N=oO N=0O
id L D p-4 M m
> oz o= ST E COMNN - (@2)“—1):
h=o N=o H=2 N=o < \n=o
1) 4
- = (aa)"( TSR PSRN R AR i .. T. 98 2"
N=o @/ @ o471 @« « ® (@ t+1) @+q
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3. Dimostrare che per ogni intero n > 1 si ha che

i: 1 _n
—k(k+1) n+1

1
PASSe BASE.  m=4 > _L _ 1
n=2 K(nte) 2
M rt+d
FASSo IvpuTTio, = L _rm 5> L _ e
n=t W(mt) 41 h=L u(M+s) = M2
2 i
211 % L= _ 1 1 - y

n=2 yn+g) =~ h=L h(n+t) t (42 )(m42) T te + (e l(ri2) =

ooz 14 mHames o (ora)F s
(o41) (r242) ~ (pora)(m2) (o) (r042) 42

4. Quantificare e dimostrare le identita trigonometriche di La.g?‘a.-n.geg X2

. cos(z/2) — cos[(n+1/2)] . . A4sin[(n+1/2)z]
D sin(ke) = 2sin(z/2) ‘ ; BB = i /2)

k=0

‘a) § Siw (1x) = cos(xlz) - coSL(rHe) x ] b X e /;\3_% 2/383 feZ

N=o 2 sp(x/2)

O
FasSe BASE | m=o 5 siy(nx) = o300 ~cesCde)
M=o 2 Sv(x)2)

4550 IWpQUTTIVO, § Siy (nx) = coSx/2) - coST(o#R) x ]

N=o 2Lspw(x/2)
rrH
=> 5 sy(nx) = _<oSkR)- coST(+3e)x]
M=o 2 sp(x/2)
) L
Di#: MZ Siwnx) = 3 sy (nx) + S [(m2)x] =
=o N=o

_  coslkxR) - coSL(r#+1k) x ] o+ S [(mr2) ] =
2 sp(x/2 )

cos(xlz) - coST(e#k) x| + 2 Stw [(rm2) x] siv(x/e)
2sim(x/2)

—_

—

9/1o



2 sivA. . Siv/s = cof 64—/3’) ~ (oS (/’r+/3)

2 S [(ma) x] S(x/2) = cosLlm+1/2)x] — ces [f+Y2) X

T COS(X/Z)—COMXJ + COMX] - CeS Zé"’f-:‘ye) X.J

2s/iv(x/e)

coSxR)=coSL(r+=/z)x ]

_ spw(x/e)
m siw(X/2)
(k) Zces(nx) = 2 AswEOVRT - xe ¢ o gey R 2
h=o 2 Siv(XIR)

O
PASSO BASE® (=0 S cos(ix) = SWOJR)+Swild) -
n=a 2 s (i)e)

m
PASSO WovTTlvg ' 2 ces(Mx) = SiV(X2) + < L(+72)X]

=9 2 Siw(xl2)
M4, elx
=> S ces(px) = SW(X2) + siv T(O+3R)X]
=0 2 Siv(xI2)
Mt2 m
DIn: 3 ces(nx) = 2 ces(MX) 4+ cosl(m+2)x] =
h=0 h=o

siw(xlz) + 51w L+ X] + cosl(r+1) x]
2 Siv(xl2)

—_—

_ Sw(xR) 4 siw T(OHR)X] 4 2 Siw (x2) cosl(rra)x]
2 SIV(XI2)

—_—

2SI A cos B = s//./[,4+/2) + Siv(A=12)

2 siw(x2) cosllmt+a) x] = SN[(r2+3%)xT +Sw [~ (r2te]x]

_ Siv(xl2) -/'.S//VW)XJ,LS//V[(N+?/3)>(]—_s'//v['[\/‘:rlzz}x_]

| ol —

2 SV (XI2)

s (xz) + siw LOHRIK
2. SV (X/2)

Z/to



5. Sia f:[0,4+00) — [0,+00) la funzione definita da
<

fle) = z+1
Determinare una formula esplicita per la funzione ottenuta componendo f con se stessa
n volte.
A | |
I . xt2 x+4 _ X X 7/
- L] = 1 -1 | = = —~> %) e .
ARy} 2xt+4 X+, MXtL
+ s s
X+2 X+2
PAsso BASE . Mm=2
PASSD IMOUTTIVD! f, = ~ => fg=_ X
X7 (2 x +4
X Iz
oln %’M - /o/ _ x4z _ x4z - X
X 14 X +MX 14 (+2)x + 4
Mx+2 MX 1L

6. Una successione & stata definita ponendo ag = 3, a; = a.%, ay = a,'f._ a3 = a% e cosl via.

Determinare asg4.

z 2 S (& 2] Zm 4%
Q,=% ©@=2,=8 Q=8 = Q=31 a:(:cza:ao:{;{z Q.= 3 (
FAsso BASE. @, = 3

™M 2Mta
Passo INUTTIVO . Q@u=3 =2 &unpy =32
cot2

- 2 " 20 2.0 7 e’

oML Cris = (@m) =2 3 =2 = 3~ Q,u00 = 3

7. Determinare per quali valori di n € N valgono le seguenti disuguaglianze

- - o = i , - 2 ¥ , Al 4
9% 5 mo, nl > 2", n! < 2", AL g B

' >,
Ze) 277m

FASSO BASE . M=o 2 =1 Z2 O

/"
FPASso IvouTTIVvo ! 2 27/~ =2 2 Z m+2
rt2 4 i
DI, 2 = 2.2 227 2m+14
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2m%mFe = (22
) Z
PASSO [PASE BIS . m=4 2 =2 2 1

-
~= 20 z2m Vee NV

K
z0) 20zm

FPAsso BASE. p=o 2 =42 &

K¢ Mtl 2
Passo INoUTTIVo. 2gm” =5 2 | 2 (r+1)
e g, 3! 3
DIkl 2 T =222 20 z (r7+2)
3 3 2 2 1
207 2 (g) =2 Dz z or+2 [ %7 noxotons)

C@Z-ﬂ)mai Ve Z <325

\N

¢ z
2° =322 32125 wo

=6 2 =6%7 =216 wo
z z

é
= 7 A =353 wvo
=& 2°=2z¢23% =zTg2 wo

2% po

-

10 3
10 2 =402 240 =4ooo Sl

0

Vam)
&

Y 3
M=% 2'=z142 23
e

2
~> 27 Y mz A0

2¢0) mlze”

PASSo BASE, M=o ol =422 =4
- " | +2
i4sSe woUTTIvo. m! 22 => (m+4) z 2

~)

it (it) = (is)e! 5 () 27 3 27 = 2. 27 L
(9]



(m+2) 27 2 2.27 =

Passo BASE Bs' m=4 1!z 2t yz"
2
m=2 2'=222=( o
m=3 =(22=3 wo
M= 4 9.’:2; 229:44 sr
~> 227 mz s
L
7d) nl 22"
FPASSO BASE: m=0 ol=4<2 =13
z (/'w)2

L

=> (rt2)! 2 2

27 (rv«%)Z
£ 2

FPasso IvpdlMivp 1 m! = 27
m
(rt2) | = (L) m! 2 (m42) 2

DI
z
2 2] C P 2044 27+
M+s ¢ 24" "7 2
z
(ASSo BASE @ M=o $ =4 212
/9 4
4S50 IwnpuTTiVe: 6 27 7741 —> § z 171t
2 = 7 *
DA g””', 4,4” z % rtl 7 M2
< 2
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zz) 2044757

Py 3 J
FAsSo RBASE [ m=73 T 4§ = ZR+6S =51 <5 =125

44 +2 A
ZASso InauTTivo: 27+ ¢7 .27 = 3 41¢7 ¢«
2 o /5 Ve ¢ rtd  td
Din: 57 =58 725 (37+¢7) > 2T
o m ~ ~ r+2 N+l
5.(37+¢7)= 5.2 +5.47> 274 7T

3.3706- 47 me N

1

> 274 57 YR
8. Dimostrare che (2n)! > 2"(n!)? per ogni intero n > 37.

cd
FASSo BASE. m=o (zo) =4 2z 4.(o!) =4
Fasso wooTTivo: (a0)! z 27(!)" => (ermwz)! 22 [(me2)]

7
Din . (20+2)! = (20)! (2m2) (emi2) 2 270 1) (emt2) (zots) 2

~FL

i 2
Zz 2 Ueea)']
= L 2
/N (@mr2) (eerra) 3 2 Terea) T =
= /Z/Z/é Mz(/’?‘l'l)g( 2P+ 2 244 l//‘?é/}\/

~7 (zm),'Zam(f‘?.’)z Ve IV

9. Dimostrare che per ogni intero n > 1 valgono le seguenti disuguaglianze con 1 binomiali
(pensare a quale relazione c’e tra queste disuguaglianze):

2n s 2n 4" 2n\ 4"
n n van+1 n Vv 3n

(Zf’) e 87 247 e 4

2
(As50 BASE. MmM=1 ( ): & = Z
L 111! 3 42

I~
W\
I
N

Sl



PASSO IMpUTTIVOD : (Zn) 2 87 S (am+a) PR ik

&
i (272 - (2ei2) () Corns) (o) .
mr2 | Tm+)']%2 T (mr)= (e —
?
z 2(zew1) 47 |

M+L \[zorL \Jzmrs

Nte
¢

2 2&
eceont) 57 < Sl (2rm+t) o 2U37H
M+1L  \/3m+1 \]3m+§ ~+2 U745

s sm+d o $(3re)

mit2m+1l 3944

20+ 1R+ 307 4 16/ %, < 4&3’“2\%2”2"’ Fnrat #

18m<20m FmelV

PP SRR SRRL TP
i \/3m+2 )z

Tolto



