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Prodotti scalari — Esercizi teoricl 2

Argomenti: prodotti scalari generali Difficolta: % % % x %

Prerequisiti: prodotti scalari, teorema spettrale

1. (Vettori isotropi) Sia V' uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui e definito un
prodotto scalare. Un vettore v € V' di dice isotropo se (v,v) = 0, cioé se & ortogonale a
se stesso.

(a) Dimostrare che esiste un vettore isotropo se e solo se il prodotto scalare non & né
definito positivo, né definito negativo.
(b) Dimostrare che, se il prodotto scalare e indefinito, allora esiste una base di " fatta

di soli vettori isotropi.

2. (Indice di Witt) Sia V uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui e definito un
prodotto scalare. Si dice indice di Witt il pin grande intero k per cui esiste un sottospazio
W di V di dimensione k tale che il prodotto scalare e identicamente nullo su W, cioe
(wy,ws) = 0 per ogni w; e wy in W.

Determinare l'indice di Witt di un prodotto scalare con segnatura (ng,n..n_).

3. Sia A una matrice simmetrica.

(a) Dimostrare che esiste una matrice ortogonale M tale che M*AM ¢ diagonale (questo
e banale con lo strumento giusto).

(b) Dimostrare che esiste una matrice invertibile M tale che M*AM & diagonale e sulla
diagonale compaiono solo 0, +1, —1 (non necessariamente devono comparire tutti).
A cosa corrisponde il numero di 0, +1, —1 che compaiono?

(¢) Supponiamo che A abbia almeno un autovalore positivo ed almeno una autovalore
negativo. Dimostrare che esiste una matrice invertibile M tale che M*AM ha tutti 0
sulla diagonale (ma ovviamente puo avere elementi non nulli fuori dalla diagonale).

4. (Diagonalizzazione simultanea) Siano dati due prodotti scalari definiti positivi in uno

spazio vettoriale V' di dimensione finita.
ORTOGCONALE
(a) Dimostrare che esiste una base di V' che é-extonermale rispetto ad entrambi i prodotti

scalari.

(b) Interpretare il risultato in termini di matrici simmetriche e cambi di base.
5. (Potenze di matrici simmetriche) Sia A una matrice simmetrica.

(a) Dimostrare che esiste una matrice simmetrica B tale che A = B?013,

(b) Dimostrare che esiste una matrice simmetrica B tale che A = B?°'2 se e solo se non
esiste nessun vettore (colonna) v tale che v'Av+1 = 0.

(¢) Se B? = A, possiamo necessariamente concludere che B & simmetrica?

(d) Se B?'* = A, possiamo necessariamente concludere che B & simmetrica?
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1. (Vettori isotropi) Sia V' uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui ¢ definito un
prodotto scalare. Un vettore v € V di dice isotropo se (v,v) = 0, cioé se ¢ ortogonale a
se stesso.

(a) Dimostrare che esiste un vettore isotropo se e solo se il prodotto scalare non e né
definito positivo, né definito negativo.

(b) Dimostrare che, se il prodotto scalare & indefinito, allora esiste una base di V fatta
di soli vettori isotropi.
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2. (Indice di Witt) Sia V uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui & definito un
prodotto scalare. Si dice indice di Witt il pin grande intero & per cui esiste un softospazio
W di V di dimensione k tale che il prodotto scalare e identicamente nullo su W, cioé
(wy,ws) = 0 per ogni w; e wsy in W.

Determinare l'indice di Witt di un prodotto scalare con segnatura (g, 7., 1_).
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3. Sia A una matrice simmetrica.

(a) Dimostrare che esiste una matrice ortogonale M tale che M*AM & diagonale (questo
¢ banale con lo strumento giusto).

(b) Dimostrare che esiste una matrice invertibile M tale che M'AM & diagonale e sulla
diagonale compaiono solo 0, +1, —1 (non necessariamente devono comparire tutti).
A cosa corrisponde il numero di 0, +1, —1 che compaiono?

(¢) Supponiamo che A abbia almeno un autovalore positivo ed almeno una autovalore
negativo. Dimostrare che esiste una matrice invertibile M tale che M*AM ha tutti 0
sulla diagonale (ma ovviamente puo avere elementi non nulli fuori dalla diagonale).
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4. (Diagonalizzazione simultanea) Siano dati due prodotti scalari definiti positivi in uno
spazio vettoriale V di dimensione finita.
ORTOGONALE
(a) Dimostrare che esiste una base di V' che ¢ ertenermeade rispetto ad entrambi i prodotti
scalari.
(b) Interpretare il risultato in termini di matrici simmetriche e cambi di base.
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5. (Potenze di matrici simmetriche) Sia A una matrice simmetrica.

(a) Dimostrare che esiste una matrice simmetrica B tale che A = B2913,

(b) Dimostrare che esiste una matrice simmetrica B tale che A = B?%12 se e solo se non
esiste nessun vettore (colonna) v tale che viAv + 1 = 0.

(c) Se B? = A, possiamo necessariamente concludere che B & simmetrica?

(d) Se B?3 = A possiamo necessariamente concludere che B & simmetrica?
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