Capitolo 1: Fare 59

[sometrie dello spazio 1

Argomenti: isometrie dello spazio Difficolta: » »+*

Prerequisiti: isometrie nel piano e nello spazio, matrici ortogonali

Nel seguito sono descritte alcune isometrie dello spazio. Per ciascuna di esse si richiede di

(Q) e scrivere 'espressione generale,
(4) e determinare i punti fissi,
(¢ ] e determinare 'immagine del piano 2z + 3y + 52+ 7 = 0 e della retta (1,2,3) +#(—1,2, 1),

(of ] o determinare quale piano va a finire nel piano 2z + 3y + 52+ 7 = 0 e quale retta va a finire
nella retta (1,2,3) +¢(—1,2,1),

(2-) e determinare I'immagine della sfera di equazione 2 + y* + 22 + 3z — 2y = 10.
[sometrie da esaminare:
1) traslazione di vettore (3, —1,5),
2) simmetria rispetto al piano zy,

3) simmetria rispetto al piano yz,

(

(

(

(4) simmetria rispetto al piano z = 3,
(5) simmetria rispetto al piano z = —5,

(6) simmetria rispetto al piano y = 3 seguita da simmetria rispetto al piano z = —2,
(7) simmetria rispetto al piano 2 = —2 seguita da simmetria rispetto al piano y = 3,
(8)

8

simmetria rispetto al piano 2 = —2 seguita da simmetria rispetto al piano y = 3, seguita
a sua volta da simmetria rispetto al piano z =1,

simmetria centrale rispetto al punto (—1,3,4),

)

(10) simmetria rispetto al piano x + 2y — 32 = 0,

(11) simmetria rispetto al piano z + 2y — 3z =5,
)

(12) rotazione intorno all’asse z di 90° in un verso giudicato orario da un omino orientato
secondo 1l semiasse positivo delle z,

(13) rotazione mtorno all’asse y di 90° in un verso giudicato antiorario da un omino orientato
secondo 1l semiasse positivo delle y,

(14) rotazione intorno all’asse z di 45°, in un verso giudicato antiorario da un omino orientato
secondo 1l semiasse positivo delle z, seguita da simmetria rispetto al piano = = 3,

(15) rotazione, intorno alla retta passante per (1,2, 3) e parallela all’asse z, di 30° in un verso
giudicato orario da un omino orientato secondo il semiasse positivo delle .
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(1) traslazione di vettore (3, —1,5),
(=) /9(: PHb | | b=(2-4,5)
&) Pl= Prl-=F ~> b= ~> po FUMTT Fiss/
() B:2x+IY 452 + Z= O P:(—z/o/—z)ézS
5 exitrys3E 4ol /=0 Pl=FP+t&=(2,-1,5)
/45L75—?+20+a£/:o a//:-z4 ~D X+ 1EE 21 = O
i (4,43)+5(-22,0) =CatEV  Fo'=(5,4,3]
2 B BY = (5,4,8) ¥5(-22,1)
(L) P'=C+l ~> FP=F-4
shex42y+38+ R =0 F'/: (—2/ o 1) e s
B:axsay+sz +d =0 F=(-$,2,76)
(FeBd ~2 —3+3-%0+d =0 d=33 ~2 2X+Iy+iT+78=0
A: (4,23)45(-4,2,0) = FatsV  Fo=(2 2,2
A PotbVv=(-2,2-2) +5(-421)

() < x*py5H2tax-2y=10
Z Z
(X—@)2+(y-6-)a+(3-<)z’—'fa ~> ><2+>/2+gz—2a><-24>/- LT AP AN

&S L < o’ £
certao C=(-2,4,0) E§70+?3 r4 =32 K:_Jg—g
CI:C-/-/@':( —+3/1 2/0-.‘5) ( /0/5) ﬁ o

2 2 C
& _3X~-1oR =53 -3_25_--5
XY 3 = -3 :



(2) simmetria rispetto al piano zy,
1 o© 6
(@) P'=SF  S=|0o 1 0

© o -1
O O o d 0
) P=sP=rF ~> (5-T)FP=|0o o o |Pz0 P=6|o|+31
O o ¢ O @)

~2 PuMT] FIss) = P01 XY

() mrextayisz+7z=0 M=g,3,5)18 F=(-2,0,-1) €S
m'=Sm=(2,3,-35) P'=SP=(-2,0,1) B 2xt3y-32 +oL =p
Flé 5!~ -Zf-§+c6/:0 o Ex D 2X+IY -3 +X=0
a: (4,2)2)+5(-42,4) =Cot5V Fa':(il 2=z v'=(-2,2,-2)
A R LBV = (1,28 #5 (-4 2,)

) P=s¢ ~> P=<"pr'=-<pl=sP’

Bl ex43Y 4384 R =0 —~D> B | 2X+3Y-38+% 0o
i (4,2)2)+5(-42,8) ~> = :(1,55) +5(-22,1)

(e) i x*y%+2et+ax-2y =10

4 2
(X-) Z4—(\/—«6—)a+ (z-<)?=F% 5 ><2+>/2+zz-—2&. x2hy - 22 =L I

S & | C 2 D.a d-z
cewrno C=(-3,2/0) FEfois1=-22 =08

CI:SC'::(—;/i/O) =Y dl K’zf

't xS tax-2y =10



(3) simmetria rispetto al piano yz,

4  © o
(2) P=<F S=[0 1. 0
o o 1
2 O o O O
W) P=sP=rF ~> (5-T)FP=|0o © o |[FP=0 FP=6|1[t5]0
o o O @) 1

~D PUNT] FIss) = PIANO Y&

) B:2x+IV 452 + Z= O /17:(2/3/§)_L/§' P:(_z/o/_z)ézj
/'7,'—'5/'7:(“2/3/5) Pl=Sp= (2,0, B m2xt3y 524 ol “o
Vfé 5lar-2-5 tl'20 L ER <5 —ZXtIY+5Z fR=0
i (1,2)2)+5(-42,8) =CotsV  Fo=(-4,2,3) v'=(1,2,1 )
A B 5 = (232 +5(4,2)1)

] P'=sfP ~> P=s*p'=<pl=sp’

B ex43y+58+ R 20 —~5 B | -zX+3Y+i2 {R=0
' (4,2)2)+5(-4,2,1) ~> = (4,22 +5(2,2,1)

(o) c: x*y&22tax-2y=10

4 2
(X-) Z4—(\/—«6—)a+ (z-<)?=F% 5 ><2+>/2+zz-—2&. X248y - 222/ I

(A

S & | C Qa A
certno C= (-2 ,1,0) Eifo,t_;; 7«4:%:‘ ﬁ:%}
CI—;SC:(%) 1/0) Kl:f

ol 315 (Vg ) e 122 £3 CivE =l oy =53 8 41 = So
c.(xz)+(/ )Ttz 21 X4y rE-ax-Ty ??ia?_

XY G e 3x-zy =10



(4) simmetria rispetto al piano z = 3,

1 0 o
() P'= S(P-AHA Acs 223 S=| o 4 0
o 0 -1
o 0 o 1 0
(&) P=S(PA)+A=F &-I)(P-A) =\o o o|PA)=o ra=5|0|+s|1
0 0 - 0 0

~> P=(5,532) = Plhvo 2=3
) Biax+3y+sz+z=0 M=[g,3,5)15 F=(-2,0,-1) €S
m'=(432,-5) (P-A)=(-20-5] 7% (-0 $)(p,0/3) =(-2/0,7)
e AL = =20y 211\ 0,61 =(=%/9)
)5'.' Z><+3\/—SZ 4—a6,=0 P’é/S'A'? -2 -2T +oC/:o aC/: 37
—~2 2><+?7r—§8 t37=0
. (4,2)2)+5(-22,4) =FCotbV Fo':(i/a/z) vi=(-2,2,-1)
2 By sy = (232 +5(-22,-2)
] &= S(CAVtA  SEA)=P-4 P=S(pLA)+4  shsi=s
Bl ex43Y+3E 4R 20 —~2 B 2K47Y-5F +37=0O
i (1)g2) 45 (-2y2,0) ~> = o (£32) +5 (22,2

(2) ¢ x*y5@ttax-2Y=10

4 4
(X-@) 4+ (y-£) 4 (2-<)P= A% o X3y grrax-2by-tcazl el <°

S A | C L D_Z. 6—2
LENTNO C:(-—-%/ﬁ./o) 1?2707‘.52 7'-1:—5§—z K:OEJ

C'=(-3,26) =K c':(x+§)z+(y—z/a+[e-(/a:55_3

><2+>’2+21+ 7X-Zy—428: _55_7_ -?3; _2-36 = 53-?-,(—/,(,( - -1
e

x yt+?Z+:'x -2y 128 = %€



(5) simmetria rispetto al piano z = —5,

-1 0 ©
(@) P,: S(P-A)+A Aes:X=-5  S=| 0o 4 0o
o 0 1
2 0 0D O 0]
() PESPAA=P (S-I)(P-Al=lo 0 o |PA=0 Pa=5|1]+s|o
O 0 O

o] 1
> = (*é/J/S): PlAvo X=-5%

(c) 5:2x+2y 452 +72=0  [M=(g, 15)18 F=(-20,-2) S

)
m'=(-2,3,5) P-A=15,0,2) 7= (3024590 =(-3,0,4)
% -0y 53K eC20 Ple s 13-5 +eCZ0 =43

~7~2><+?y+ SZ2-{=-0

2 (1,2,2)+0(-2,2,1) =CotbV Fo':(—M/z/z) vi=(2,2,7)

i Gl BY'= (123 +5(1,2,-4)

) P'= S(CA)rA  S(PA)=P-4 P=S(PA) +4 st ef=g

Bllext3y 158+ R 20 ~> B -2X+37Y 587 =0

i (12 2)+5(-22,0) ~> = : (1,23 +5(1,2,4)

(2) ¢ : xPyE@2tax-2y=10

(x-@) 4 (y-6)%+(2-c )2 = £ 5 ><2+>fz+zz-2ax-24y- VLT RS
cgrtno C = (*z& / f/ ;) P70 +%fo: _ESE f= _L)E_—i

C'=CF)0) =R R e ) B = £3
><2+yz+21+’]FX—Z7’ = 252 I ’_%ip g = 22831

XEHY G ZEHRX-2Y =35



(6) simmetria rispetto al piano y = 3 seguita da simmetria rispetto al piano z = =2,

17 O O
(@) sin. B’ ¥y =% P-S(P-A+ 4 pes' <=lo -1 o
6 o I
1 o O
s B 7=2 s'Ple)tr res" <'zlo 1 o
o o -1
COMFOSIZIONE [ ASSOIA70 A=[1= (0,%,7]
p'L 'SPV eaa]l +A= SIS (Pa)
1 0 o
~> Pl'=S(P-A)+A S=5"S"lo 4 0
o 0o -1
© o o
(&) ID”:_S(F—/IN-/}:P ~D (_S'-I)Qa—/]-): O 2 O (F‘A)’—‘O
O o -2

(F—A') = 5(1) ‘0/0) ~ = (5_/ Z/*Z) EAETTA [ ASSEX (S FEA A

() 5:2x+2y+4sz+z=0  M=,3,5)18 F=(-240,-2)>

l
m' - (z/-z/—s) (K—A): ('41”3/1) VL (“2/

. _ /i TR - 7
% . 2X-3y-SFtdl o PeD ~D ~2- R+t =0 & =5
~> 2X-3Y-8F+5 o
i (4,2)2)+5(-42,2) =FetsV

(R-4)=(1,-4,5)

=(-1,-2,-4)
F:‘o/,: (,’l/z/—S')v‘-/D/?/—Z} 2(1/5/—?}

2 @”+5./—(,L/s/ )+ & (-4,-2,-4)



) P sCA)ra  SEA)=Pla P=S(PlA)+4 < '=s5=5

5" 2X4IY4+ZE4 R =0 =D D | 2X-2Y-8Z+5 =0
(2) €1 x*+yH@%tax-2Y =10

¢ 4 2
(x-@) “t(yr&) i+ (2-€ )= £ 5 Pty i mra x2ly-tcz=fl el <°

2
D.Z'

S A& | C
CENTAD C:(r%,i/o) Eiyo,L?Sfj:;S;; /'\J:_z)fg
(C-4)=(-2)22) <'=(-2,9%)+(0;5,-2) =(-2,5-5) R=R

It (x#2) 4 [y Hm ) = B2 X HySE  paxtoy+4E =

- 120
= 52_8_25 {6 53 8Moal xFhyGESizxpoyidE = -To
< s 2

(7) simmetria rispetto al piano 2 = —2 seguita da simmetria rispetto al piano y = 3,

17 O O
(@) g B z=-2 P=S(P-Al+A Aes' S=| 0 1 O
o0 o -1
1 o o
s B0 y=3  PES(PLEtR pes' s'zlo 4 o
© o 1
COHPOSIZEIONE [ ASSUTIATO A=[1= (0%, )
ple " [s (PA 4] +4 = s's (74
1 0 o
~> P”:S(V“/F)f—/l S:S"SI:O -1 0| = Es (¢)
o o 1

(L) €) ) () 2 vl ES. (&)



(8) simmetria rispetto al piano z = —2 seguita da simmetria rispetto al piano y = 3, seguita
a sua volta da simmetria rispetto al piano z =1,

17 O 0O
@) s B z=2 P=S(P-AtA4 Aes' <=|o 1 o
6 o -1
1 o o
sy B =3 (V— E)tR Res" SU: o -1 O
o o 1
-1 0 O
s 5 x=1  PLPI)c ces’ $'2lo 1 6
o o 1
CONPOSIZIONE | ASSOIMT0 A=[(=C = (1)3) 2]
p"=S"§s"T s/ (Pa) e -H] AA] +4 = S"S"S (P4 14
-] O ©
> PlEse A s=5"S'S' s o -1 o
O o -4
2 B O
) P'=5(PA) t4=F ~ (S-T)(PA= | o - o A4)=0
0 o -2

P-4 =60 ~> @=A =41 Pio Flsso = SIMN <E#TRALE F.T0 A

) 51 2x+zyisz+7z=0  M=g,3,5)1B5 F=(-2,0,-1) €S

I

M'=(-202:8) P-A)=(-2-31) 7= (2,3-2)41,32) =(3, 6,%)

I

// V//4
B -2x-2Y-52tol mo  PeEs"mrc-1ail5l'm0 L'E 3

> ~2 X3V -5 +8 =0
i (4,2)2)+5(-2)2,2) =Fot5V vit=(1,~2,-1)
(R-4)=(0,-1,5) ' =(0,2,%)+1,3,-2) =(1 ,4,-%]

]

A B s =1, ¢,-7)+5 (1, = L)



W) @5 s ra S(EA)=Pa P=S(FA)+4  ci-sé=s

B ox43y1EE 4 R =0 —~> B ~2X-2Y-52 43 =0

A (L4)2)3)+5(-42,0) ~> 2 : (1, -7)+0(1,2 )

(2) €: x*4y+2Ttax-2Y =10

z 2
(x-@) “t(yre) i+ (2-< )= £ o Xty iz era x2ly-2ca=l 25l <°

2
certao C=(-%,4,0) E:fo%ﬂ:?—g /?:DEJ

(C-4)=(3)22) "=(3)22) +(1,3-2)=(Z 5,5 | F=R

' (x-g) Hy-5)% +(245 )¢ =22 xHyG e 2X-toy to& =

~1éo 2ol 1ol
— 53 585 23.ff - 3356-100€5 X Y+ & = Bx-10Y +8& = 750
3 4

>4

(9) simmetria centrale rispetto al punto (—1,3,4),

-1 o o

(@) P'=S(FAItA A=(42¢) S=|o - o

o o -1
(b-) @=A =1 Pro Fisso = SIMI. <EATRALE F.To A
(c) 51 ex+3y+sz +7z=0 M=(g,3,5)18 F=(-2,0,-1) €S
m'=(-2,-2-5) (P-A)=(0,-3/3) V/:(0,3/5/+(~1,2/S):(—¢,5/f)
5 2X-3YS2tel 'm0 Ples'arz-1A-(5 tol'mo o '=61

~> -2 X-3Y-521EL =0
a:(4,22)+5(-42,0) =(ots5V v'i=(41,-2,-1)

2-4)=(2,-1,~1) Po_(—/i/in/z,z,g) =(-2, ¢,5)

/L,: Fol—l- 5|/": (“3/ 5/5 )%5(1/-2/1/



] @'= s(PA)rA S(EA)=P-4 FP=S(PA)+4 < '=s55=5
B ex43y4+EE 4R =0 —~D &5 [ -2 X-2Y-52tél =0
i (4,2)2)+5(-22,0) ~> = (-3,5,5 )+O(1,-2,-1)

(2) €1 x*yH+@%Hax-2Y =40

z 2
(X—@)2+(\/-6-)2+(3-é)2=f?’ ~D >(2+>/2+gz—2&.><_247/- e =/ —ez—ﬁ -C&
o? 6-2

s | & C 2
cgrrro C=(-2,1,0) E:fo,t?sfj:%f /'\3:_[);5‘3
!
(C-4)= (5 ,-278) <'=(4) =5 )¢[1,3%)=1,3,3) R=R

' (><+Ji)2+(7*s)a+(8—/3)2:.5§i X%y F &S x-foy T =
-3¢

_25-¢§ - 53210025 xFrySESixe 10\ ~16 & = -FL
6

V\]w

\J\\A

(10) simmetria rispetto al piano z + 2y — 32 =0,
@) Vi, Vees: =(-23,14,0) Ve(2,0,1)
Ls £, £
vel®: V=le L ol=(4,2,-3)
2 o |1

1 o© O
A
WELLA BASE §Va Vi) Va3 <=-lo 1 o
O O

-J
-2 2 1
g ALULA VECCHIA
HaTruCE ) camio BASE A =1 o 2 |~-> e ks
o 1 -3
S 2 +3 419 -2 1o ¢
OET(N)= 1+¢+8=1¢ H =1 |10 6 +2|=1 |2 ¢ s
15 75

6 15 -3 17 2 -3



AN A
W RBASE camowica. S=HSH =1+ | 2 6 5 |<

- - ?
(€ <P =T ~ orernis) "B F
12 S &
/\75:% -6 6 12 P/:S/D
6 12 -$
-2 =§ ¢
4) P=SP=F «> (S-T)P=11-¢ -& 12 |F=z0 ~>
N\e 12-»

> RX-SYt6Z=O = X+2y-28=0 =nro FLS0 1] S/l

) B:axtay+sztz=o  M=,3,5)18 F=(-2,0,-1) €S

MI:S/Oz;;]_(SZ)?O/Zb) :(3/5/Z) P SFP= _1?(1/3/’(5/'2)

(7'—( £, 2 ) P 2><+§>/+2?+¢£ fes's- 22 22 2
7! wl=z 7
L= <38 o 3XtsyreEoZ = O
?
/L‘ (:L,z/ 2)+5(—4/a,1) =fotsV vi=(-22,1)=vesn
[22,45//3) (4,2,2) " ”4/é_3/5’)+5(—ﬁ/2/1)

| —Z ! D [ | -2 5
/] P'=SP ~>@=s P=5°P=SP 5 '=59=5S
5 2XAZY+ZE4+ R 20 —D2 B 2X+8Y +22 - L = O

/. - . -
i (1)2)2)+5(-22,0) ~> 2 (/r_;,z?z/;) +31(-2,2,1)

& d
(e) &: ><z+ya+’<’2 t2x-2Y=40  x°+ 72+ =z -28 x-24.y-2UE =L "L <

o & F e D5
LENTNO C=('3_'/1/0) l? 707‘5 +t4 = 22 S /?-’-'__i_
e (.24 & 3 r. 1% 2 2 353
N___—zzfz_’s’_—/—,__ 11 _ 6 _ 3 _ S
C (-22,14,3) = ( 7/F/7§) c'i (x+ F)+(y E)+(z 72) ==
Z2ex-12 =-53_124 36 8 _ 2887 -$8§-15~3 _ 43¢
X+\/ +& 4 FX \/ S $5 8 13¢ Ty 5 /,;;

2 2
X+y 12 +272—2-X-472\/‘723—3: 1o



(11) simmetria rispetto al piano x + 2y — 32 = 5,

V(. Es. (10)

12 -§ &
(@) P'=S(FA)4A  A=(1,20)€x5  S-= % ~¢ 6| 12
G 12 =S

(6) X+2Y-28 =5 =#hro 153001 St

) BiaxtIyisz+z=o M=, 3,5)1B F=(-20,-1) €S

/’7/:5/’7—.—-(92)70/25) =(2,5,2) (P-4)=(-=,=,-2)

/

5(?—4):7;(-22;-5,—?2/ (” 24 F:(—i)

=
s Z7<+S)’+28+aﬁlzo Pes'~> 12 170 32 \oa'-60

_— — T ey

—~> IX+IY+2LR +2 =0
A (L£23)t5(-2,2,2) =FotbV vi=(22,4)=vI5
(PQ—A):(O/D/Z) S(‘/D'—A):f_i{_(45/g£/—42):(_%/45 —C)

I_ Z z2 -¢ I. -
47"'(_’7"“—;"7) 4'(‘5/%;“?4)*5(4/2/

(c{] W’:S(F—A—)i—/l —7 P: §(ﬂl/4-)_|_/4. 5’2:35:5
Bl ex42yrsE 4 R 20 D 5 [ 2X+EyIREH2=0
/L/: (i/Z/ ?)+5(’4/Z/l) —~> 7 (_—il%)-'é) {—5("4./2/1)

Z 2
(e) < ><z+ya+:zZ t2x-2Y=q0  x*+ yz+82-2&. >x-24y-2¢=fC Lotz L
2

S | & C 2 et ¢
cgrrao C=(-%2,1,0) R=foi2+1=22 R=02

A

C-A4) = (—_52/—_4_/ o) S(Cc-4)-= i('Zé/ §,~2R) = ('4.%/ %z) —_2?5")

6 4¢ -27 c ><+ Z 42>< 32 27@ £3_36_2T3%_ 738
a {7’ 75) yea A7 I PR

_ 2537-1§5-102- 753 _ {40 ><+7 ¢z © 4z>< Lyp2Eas 160

- —_—

13¢ - 48 4 $




(12) rotazione intorno all’asse z di 90° in un verso giudicato orario da un omino orientato
secondo il semiasse positivo delle z,

@ 0o O\ & 0o 4 o
@  P=sP S=|wwe @ o| ~>5 S=|4 o o
O o 1 O O
1 1 0
() P=SFP=F ~> (5-T)P= | -2 -1 0 |=o P=(0,0,56) =455E =
O o o

(€) B:2x+3Y 452 + Z= O /f?:(z/z/§)45 FP=(-20,-1) €S
Mm'=(2-2,8) P'=(0,4,-1) &' zx-2ytsere’=o
Ples > 2 sid! d'=7 ~> zxeyissir=0
a:(1232)+5(-22,8)=fct5V Vv =(Z, Q/ﬂ_J @’:(2/—4/3)
a' (z/—z/3)+5(2/i//_)

) P=SP > P=s PP
Bl ex43y+3E 4+ R =0 m=(-2,2,%) Io:(o/—ﬁ/—ﬂ
E: —3xt2yi5Esd’=0 [Pers o —2-5+d! oL'=x

X +IVIERFR =0
o' (£,2/3)+05(-2/2,2) ~> « :(—2/2/3)1—5(-2/—4,1)

1 2
(e) < ; ><2+7’a+'<72 t3x-2Y =40 x )/24. gz‘-za X-zﬂ-y- A AT cC

S b < 2 na 6—2
cerrao C=(-2,1,0) /?:70+?3+1:—5§Z /?:OEJ

[ 2 IV e e _zz 8 _ o
C"(i/'é)o) ¢t Xy ez ZXI\/_T—i_?—_Tf

Xy r2iex-7y =1p



(13) rotazione intorno all’asse y di 90° in un verso giudicato antiorario da un omino orientato

secondo 1l semiasse positivo delle y,
< -2
Z=x o O | 1 M1 S H
) o010l [0-1 0| [0 0]
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(14) rotazione intorno all’asse = di 45°, in un verso giudicato antiorario da un omino orientato
secondo il semiasse positivo delle z, seguita da simmetria rispetto al piano x = 3,
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(15) rotazione, intorno alla retta passante per (1,2, 3) e parallela all’asse x, di 30° in un verso
giudicato orario da un omino orientato secondo il semiasse positivo delle x.
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