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Analisi Matematica 1 Soluzioni - 7 settembre 2026

Esercizio 1(a)

Consideriamo
f(z) = (1+1log(1+ ac))l/x.

Passando al logaritmo,

log f () = log(1 + l(;g(l + x))

Poiché, per z — 0T,

log(l+ )~z e log(1 + log(1 + x)) ~log(1 + z) ~ x,

si ottiene
lim 1 =1.
lim log f(z)
Pertanto
li =e.
g, fla) =

Comebtbo way  ww ?o’ Yropeo brwtale,

Alteruodione,

Qoo ( 1+ QD& Cl»)) —Qfa ( =+x)
P
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Esercizio 1(b)

Si ha ancora

log f () = log(1 4+ l(;g(l + x))

Per x — 400 il numeratore cresce come loglog x, e quindi

log(1 + log(1 + z)) 0

Ne segue

Avcdie quis comatbo W L po brwtale.
Aot
—  Nopitul
—  Swe Qoacx)sx . Qluo dhe o 8 nidue
a ogx pulibo

K

Spazio per annotazioni



Analisi Matematica 1

Soluzioni - 7 settembre 2026

Per z — 07,

log(1

Ponendo u = log(1 + x) e usando

log(1

si ricava

Esercizio 1(c)

2 3

—I—a:)z:v—%—l—%%—o(ﬁ).
2 .3
+u):u—%+%+o(u3),

7
log(1 +log(1 4 z)) =z — 2* + gxg + o(z?).

Dunque

log f(x) =1—a+ ng + o(x?),

e quindi

f(z) = eexp (—a: + ga:Q + 0(3:2)> :

Poiché

segue

y2
e =1+y+ T +o(y?),

flz)=e (1 -+ §x2 +0(a:2)> .

Pertanto si puo scegliere
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Esercizio 2(a)

Consideriamo )
4x
= —91 )
glr) = "~ 9loga

La derivata ¢
Cdx(z—2) 9 4x® 1727+ 18z —9

IO =12 2T a2

Il numeratore si fattorizza come

4a3 — 1722 + 18z — 9 = (z — 3)(4a? — 5z + 3),

quindi

o (@ —3)(4a® — bz + 3)
g(SU)— $($—1)2 .

Poiché
A= (-52?-4-4-3=-23<0,

si ha 422 — 52 + 3 > 0 per ogni 2. Sul dominio positivo il denominatore & positivo, quindi il
segno di ¢’ coincide con quello di z — 3.

Ne segue che ¢'(3) = 0, che g ¢ decrescente su (1,3) e crescente su (3, 4+00).

‘aj = 3 ¢ un punto di minimo stretto. ‘
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Esercizio 2(b)

Per 0 < x < 1sihax—3<0, dunque
J(z) <O0.

Pertanto g ¢ strettamente decrescente su (0,1) e quindi ¢ iniettiva.
Inoltre

lim g(x) = +oo,

z—0t

perché 42%/(x — 1) — 0 e —9logz — +00, mentre

lim g(z) = —o0,
z—1-

perché 42%/(x — 1) — —c0 e —9logz — 0.

Per continuita g assume tutti i valori reali.

‘g :(0,1) — R & iniettiva e surgettiva.
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Esercizio 2(c)

Supponiamo, per assurdo, che g sia uniformemente continua in (1,+o00). Allora la sua
restrizione a (1,2) sarebbe uniformemente continua.

Una funzione uniformemente continua su (1,2) ammette estensione continua alla chiusura
[1,2].

Ma
lim _g(z) = o0,
Tr—r
perché
4 2
xl — 400, —9logx — 0.
a:' J—

Quindi g non puo essere estesa con continuita in z = 1.

g non ¢ uniformemente continua in (1, 4+00). ‘
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Esercizio 2(d)

Riscriviamo la derivata nella forma

4 9
! 4— —.
g (x) -1 2
Per x > 2 si ha
lg'(z)] <4+ 1 Yyl
- (x—1)2 =z 2

Dunque ¢’ ¢ limitata in (2, 4+00).

Per il teorema di Lagrange esiste una costante M > 0 tale che
l9(x) —g(W)| < M|z —y|  Va,y>2.

Quindi g ¢ Lipschitziana su (2, 4+00).

‘ g & uniformemente continua in (2, +00). ‘

AewoKua, « deduwme Qo Qo toiferin, della devvata,
dall'aden, Qiutde Lluslo gr » — +060)
ctaude wa opportuua vouaude del

fotma & Wekustvan

Spazio per annotazioni



Analisi Matematica 1

Soluzioni - 7 settembre 2026

Esercizio 3(a)

La ricorrenza ¢ )

ns
Tpt] = ——— r1=a > 0.
n+ nxn_'_lv
Se x, > 0, allora z,41 >0e
nTy
n+1 nTLCL'n+1 n

Per induzione,
O<zpt1 <z <--- <21 =0

Pertanto

0 <2, <a perognin,

e quindi la successione e limitata.
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Esercizio 3(b)

Nel caso o = 1/2026, dimostriamo per induzione che

< 1
Per n =1,
1 < 1
€r1 = ——— —
' 2026 ~ 2
Supponiamo ora x,, < 27". Poiché
2
nx;, 9
T = <nx
et ne,+1 - "
si ha
n
Tpy1 < 2
Essendo n < 277! per ogni n > 1,
n < 1
92n = on+1"

L’induzione ¢ completa. Quindi

1

Pertanto

lim z, = 0.
n—oo

Quentt, © ?\-obafo‘\hum\lb Qo via ?‘«h hoA)es

Doveda, hicondole W\ domieo erreledo

2
Xul 2 M Am

o I\ swo oo
2.
Aot = s
on

e CRupSue Epesso SWORM cowe ertuupl clamicl a lelove,
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Esercizio 3(c)

Per ogni n consideriamo

nt?
)= ——, t>0.
#nlt) nt+1
Essa ¢ continua e strettamente crescente, perché
nt(nt + 2
o (1) = A2

(nt+1)2

Di conseguenza xa926, considerato come funzione del dato iniziale «, &€ continuo e strettamente
crescente.

Per ao = 2026, dal punto (a),
Tog26 < x1 = 2026.

D’altra parte, poiché ¢, (t) — 400 per t — 400, iterando si ottiene
x9026() — 400 per a — +00.
Per il teorema dei valori intermedi esiste quindi un « > 2026 tale che
o026 = 2026.

La stretta monotonia garantisce inoltre I'unicita.

|Esiste un unico o > 0 tale che x990 = 2026. |

Qui foue st pokia Spleaane, wiepRlo .

lo worale & clw,)p@xo&wf, mz), & @UM%:OU-QJ
A —> X))

T Avepiida  cowe QuuAttue (0, L, > (0,4%)

W quaud0 vsuuvpoflsioue & wm &A/L%n&wc,
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Esercizio 3(d) - Bonus

Dal punto (a), la successione & positiva e decrescente; quindi esiste
¢ = lim z, > 0.
n—oo

Inoltre

2
nT, Ty 1

nay, + 1 :n:nn-l—l :n-l—l/xn'

Tp — Tptl = Tp —

Supponiamo per assurdo che £ > 0. Poiché x,, > ¢,

1

Tn

<

)

| =

e quindi
1

_ > -
Tn = Intl = n+1/¢

Sommando da N a m,

m 1
TN — Tm41 2 Z —_—.
=n+t 1/¢

Il membro di sinistra e limitato, mentre quello di destra diverge come una serie armonica
traslata. Contraddizione.

Pertanto

lim z, =
n—oo

Otluwwo U
[ Ovolaumende si pofeda fory coas aude i pto G|
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Esercizio 4(a)

Consideriamo

—+o00 $2
/ dx.
o (22+a)(2?+0b)

Per x — +o0,
2
(22 4+ a)(2®+b) 2%’

quindi all’infinito non vi sono problemi.

Se a < 0, il fattore 22 + a si annulla in * = /—a > 0, producendo una singolarita, non
integrabile. Lo stesso vale se b < 0.

E quindi necessario che a,b > 0. Se a,b > 0, Pintegranda & continua vicino a 0. Se, ad

esempio, a =0 e b > 0, allora
22 1

22(x2+b) 2240’

che & limitata vicino a 0. Analogo discorso se b = 0 < a.

Se invece a = b = 0, I'integranda & 1/22, e I'integrale diverge in 0.

a>0, b>0, (a,b)#(0,0).

B dLscovso della Siu%onL’c& UL Cu&.&ca\aﬂb
Ao splegodo wa =N tueeio oo Jovwl

couloudt, © cams R vandele> , prctsedo

S queso gort @

— udettwwnafetion 2 a #b

— Lomsuto o S R o=b
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Esercizio 4(b)

Supponiamo dapprima a,b > 0 e a # b. Si ha

z? 1 ( b a )
(#2 +a)(z2+b) b—a\22+b a2+a)’

Too dx T
= — c>0),
/ (c>0)

Poiché

segue

Se invece a = b > 0, la decomposizione precedente non & applicabile e il caso va trattato diretta-

mente:
+o0 $2 J
I = ——dx.
/0 (22 4 a)? o

Con il cambio di variabile x = y/at otteniamo

I Lo —t2 d
= t.
Va /0 (1+12)?

Ponendo ora t = tan 6,
2

— a2
TERDE dt = sin” 0 d#@,
percio
0

J W/2'29d9 —
—%/(; Sin —4\/5

Questo coincide con la formula precedente, perché per a = b

s m

2(Va++vb) 4va

Infine, se a = 0 < b,
I—/+OO de  w
CJo 22+b 0 2V
e analogamente se b = 0 < a.

Pertanto, in tutti i casi di convergenza,

+o0 ZL’2 T
/0 @ ra@ 1) 2(Va+ o) |

Qui e, R cao asb s pus beottone, owdie, cow
Q dgputuo damico e Lo fundend, casuoual.
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