Capitolo 1: Fare 51

Prodotti scalari 1

Argomenti: prodotti scalari generali Difficolta: » »

Prerequisiti: prodotti scalari, forme quadratiche, Gram-Schmidt

1. Consideriamo i prodotti scalari in R? rappresentati, rispetto alla base canonica, dalle
seguenti matrici:

1 0 1 0 2 .3 2 =3 1 2
0 2 0 —2 3 5 -3 4 2 4
Per ciascuno di essi si richiede di

(a) determinare se e definito positivo oppure no,
(b) determinare il prodotto scalare tra i vettori (1,2) e (3, —1),

(c) determinare la matrice che lo rappresenta rispetto alla base {(—1,2), (3, —=2)} (si con-
siglia per le prime volte di svolgere questo punto sia direttamente con la definizione,
sia con il cambio di base),

(d) determinare I'equazione cartesiana del sottospazio ortogonale al vettore (—1,1),
(e) determinare un vettore ortogonale al sottospazio di equazione cartesiana x+ 2y = 0,
(f) determinare una base ortonormale di R? (limitatamente a quelli definiti positivi).
2. Consideriamo i prodotti scalari in R® rappresentati, rispetto alla base canonica, dalle
seguenti matrici:
e 0 I L K 6 1 0
s T —1 3 1 I 2 1 1 1 %
01 3 (. | 1 1 3 0 25
Per ciascuno di essi si richiede di
(a) verificare che e definito positivo,

(b) determinare la matrice che lo rappresenta rispetto alla base
{(_]—1 20) (30! _2) (1 1* 1)}|

(¢) determinare I'equazione cartesiana del sottospazio ortogonale al vettore (—1,1,3),

(d) determinare una base ortogonale, costituita da vettori a coordinate intere, del sot-
tospazio di equazione cartesiana x = 3y — 2,

(e) determinare un vettore a coordinate intere ortogonale a (1,0,0) e a (0,1,1),

(f) determinare la proiezione ortogonale del vettore (1,0, 0) sul sottospazio generato da
(0,1,0) e (0,0,1),

(g) determinare una base ortonormale di R?,

(h) determinare la matrice che, rispetto alla base canonica, rappresenta la proiezione sul
sottospazio di equazione cartesiana y + z = 0.
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1. Consideriamo i prodotti scalari in R? rappresentati, rispetto alla base canonica, dalle

seguenti matrici:
3 2 -3 1 2
g
5) 5)(—3 4) )(2 4)

10 2\(1 0
U(o2) o) A
(a) determinare se & definito positivo oppure no,

o b

Per ciascuno di essi si richiede di

(b) determinare il prodotto scalare tra i vettori (1,2) e (3,—1),

(¢) determinare la matrice che lo rappresenta rispetto alla base {(—1, 2), (3, —2)} (si con-
siglia per le prime volte di svolgere questo punto sia direttamente con la definizione,
sia con 1l cambio di base),

(d) determinare 1'equazione cartesiana del sottospazio ortogonale al vettore (—1,1),
(e) determinare un vettore ortogonale al sottospazio di equazione cartesiana x+ 2y = 0,

i = ) & . H Al R
(f) determinare una base ortonormale di R* (limitatamente a quelli definiti positivi).
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2. Consideriamo i prodotti scalari in R* rappresentati, rispetto alla base canonica, dalle
seguenti matrici:

i 5 1 -1 0 . @ i 610
NDl111) 313 1) I[121) 9112
013 0 1 1 118 025

Per ciascuno di essi si richiede di
(a) verificare che & definito positivo,
(b) determinare la matrice che lo rappresenta rispetto alla base
{(~1,2,0),(3,0,-2), (1, 1, 1)},

(c) determinare I'equazione cartesiana del sottospazio ortogonale al vettore (—1,1, 3),

(d) determinare una base ortogonale, costituita da vettori a coordinate intere, del sot-
tospazio di equazione cartesiana x = 3y — 2,

(e) determinare un vettore a coordinate intere ortogonale a (1,0,0) e a (0,1,1),

(f) determinare la proiezione ortogonale del vettore (1,0, 0) sul sottospazio generato da
(0,1,0) e (0,0,1),

(g) determinare una base ortonormale di R?,

(h) determinare la matrice che, rispetto alla base canonica, rappresenta la proiezione sul
sottospazio di equazione cartesiana y + z = 0.
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(d) x=32y-2 rase: vu=(4,8,2) %=(3,2,0)

1
5 5
LV VeZ= vy Bvy=(20-2)|0]|=¢ Va Vo7 =V BVp=23
-5
AN
WpzVe  Wez Vo S2%T, - (520) - 2(1,62)= (%2 F)
LVe)Ve? S

BASE OATOGOMALE . wy =(2,0,~2) w, =(3,§,%)

BASE ONTOMORIALE .

13
KWZ}WZ7:V‘€5/3WZ_:(S§3 J('Ié): M7 +es ras =2zo
13
kAP E! ) wrFmwe 3 ¢ i—-)
wy = M- (120 oW 25
1 [1wel) (// / ) Al (oz%/oza)&_’a«?
(2) [/2:(1/0/0) l/a:[O///Z/
g 1
o}
¥TBVa=(x y &)[ 1|z xtyz=0 Xovp=(xy &) g|=xteysz=0
o, S
X4\ =o X=0 Y=-O0
i ~> 7 D (ﬁ/—f/ 7)
X+2Y 4§&=0 R =6/

Vi Vo
(/] w=(2,00)=wi +wy wy =(08L) 657/*/‘/§(0/7/9)/(0/0/’)%
Wi=w-wy = ll,-2,-4)
%WLSE V) = © %%&»l—:o %‘H-Zﬁro f=-112

)
W RV, =o e -1f —o Q= 2/2

oz Wy =(0,%2,-1]2)
(5,) u/i:[i/p/a) Vo= (0,1,0) Vi=(g0,1)

Wz = Vo — 1.:\/2—”/22(“1/-4-/0)
<wy g >




<l/3/VV1> =0 <I/J/W-a>:i <M/Z/W?_>: o

Wy = Vo o LVoyt> wy _SVyWeZ y, s

%/t/o/'/ ES/ISFTE PEACHE
L)y > <Wo iy O

2| E IVpEFM I A

Va. V2

5
Vi = (&/,g_/c) L \/A/ Va Vs By =0 %a-‘-,& T % &3-20
\/35,3 Vo = Q -2C=z o (=0 @=20
1T o o
~2 V3= (2 ~2)1) IV BASE §Ve)VeyVs} R=|o 1 o
O o O
1 0 2 -1 -0 of 4 2 2
v BASE camoMlcA . HFl= o 1 =2 /4—1:_1 2 11 |=lo -1 -2
OETH)=1-2=-2 o -1 1 -2 +2 1 o-14
A0 o 1.2 Z 1.2 2
F):M@///:O7O O -1 2|=| 0 -1-2
o -1 0 o -1 -1 o 1 2



1 -1 o
2) R =| -1 2 4 DET(A) =3 ~1-4 =1
o 1 1
1 -1
() SyLVESTEﬂ_(i/Z/Z) . QET(2)=Y 0,5-7~(_4 r):{ ,,7,_:7[5):4

++H++ o> =3 Mo M =0 ~> (EF (oS/TI4

9

Al H
(4) -1 2z o\ [9 -1 o -1 32 1
E=|2 o-2|[1 32 1]|2 e 1]=
1 1 11\o 11 o -2 1
3 % 2\ /[1 3 1 12 13 &
=13 5 2|2 0 1]=[-135135 -
o 32 2 o -2 1 6 -$ 5
€) 1 -1 0\ [~ -2
x°gv=Xy=] |12 1|[1])=(xy=]|x |=0
o 11 i S

52X 4RY H(Z 0
(d) x=2y-2 zase: vi=(4,0,2) V=(32,1,0)
{
<V2}VL7: VQSKV_Q:(QO—Z) -2 | =2 <V2)V?_7: Vz_b_ljl/ﬁ_:’l
~1

WysVe W= Vz_z;::z; Va = (2,2,0) - Jz.(z/ﬁ/-Z): (,52/ 7/% )
BASE ORTOGOMALE @ we =(2,0,°2) W, =(5,2,1)
(£ Vz:[i/o/p) l/a:[o///lj
1 -1
XCBVa=(x y &)[~1 |=X-Y=0 vy =(xy &) ¢ = -XtSY+22=0
O 2
~X+6Y+22=0 Z2=-25



vy Ve
(/] w=(2,0/0)=wy +wy W), =(0a/4) € seav$(0,1)0], (/9 1)3

Wi=w-wy =l,-2,-£)
%55 Vy = © -4-32 -4, z20(-4-za=0 @ =-1/2
%WLEE‘Q =0 % %,@-:7/1
2 Wy =lo, -7, 12)
() va=(400) Viz(o/4,0) Va=(ge,1)

wa=Va=(2,00) <wWg wy>=d <oy > =~

~—e -4 -0

W, = l/2__<l/z/l’/4> Wy — Vo + Wy = (_'1_/4/0)
<W£/W£> o
4 I/g,V‘Q> =0 LVyW,> -1 <W2/Wa>: (4,7/9) %) =2
Wy = Vo - LW Wy Sy, vy o, o (-1)2,-12, 1)
LUy ny> < Wapny > 2
o
cwyws > = (M2, -1 1) |2 ) =1/2
712
>3
WL e (4,00) Vo= We (02 02 o) wiiws (02 2 53]
[[w.ll Iwll = IWell ~* =

V. V

o
Ve B V) =0 [ «a- =0 Q=4f-=
Vi :(a/f—/c) .l_l/l/l/& s 2 % & =2

\/35_/3 Ve =0 \—@+2b =0
17 o o
~> 4= (00,4) W BASE Svyvehy B=|o 1 ©
O o6 0O
0
1 o O 1 -0 o\ [1 o
w BASE camoMcA, Hl= |o 1 © /4—4: 0 1 -1|={0 1
o - 1 O _0 O _
4 (1 ©e o 1 0 © 1 0 O
P=rlZH=|o 1 o||lo 1 0|=z[0 1 ©
O -1 o o -1 1 o -1 o



1 1 1

5) B=|q 2 4| DEB)= ¢i141-2-1-7=2
Hh 1 1

() SyLVESTEﬂ_(j_,Z/Z) . OET(2)=4 OET/ﬂ 5 ):4 /7;_:7(5):2

FE++ Ao =3 Mo M =0 ~> (EF FoS/TIi4

&) —1@01?1 —1/;/4

E-|2 o-2[|1 2 1 2 o 1| =

17 1 11'\4 1 3 o 2 1
1. 3 1) [1 2 1
=11 1 -2]|2 o1
263G o -2 1

€) 11 -1 2
x°gv=Xyz] |1 2 4):(xy?) ¢ | =0
T 1

~D | X 4N +8Z =0
(d) X=2Y -2  [BASE: Vlz(i/p/—l/ v=02,4,0)
o)
LV Vy2 = [/26_/)7(/2—_- (20-2) o |=C <V4_)Vl7: VZS/?V£:O
-2

A
\A/g_:l/l/_ Wo = Vz_4|/z/1/¢7 \/4 - (?/2/0)
<V&/VL7

BASE OATOGONALE | Wy =(2,0,-4) Wa:[3/4/0)

(&) vp=(2,0/0) Vi=(0/1,2)

1 Z
x5 vy =(x y &)1 ):X+7+Z=o Xd}jl/a =(x ¥ &) £ |z2x+Iyt(T=0
1 S
%><+y+z~’=o %Y-I-ZZ: o
~>

~ (1,721
2x+3Y+5e=o 2X-22 =g 2 /= )



Vo Ve
({) W:(ﬁ_/o/o): Wi +wy Wy =(6,8/.4-) éﬁ?/f/l/g(ﬂﬂ/f))/(c/o/f}%
Wy =w-wy, = ,-2,-4)
wWlBVs =0 (1-20-f=0 ve=§fs =2
%Wigg V2 =0 % %
ay Wy = (0)2/5/7/;\
(§) va=(2,60) Viz(o/4,0) Va=(00,1)

1-@ -2 =0 1-sk=0 4=15

W, = l/2__<Vz/;'1/4> Wy - Vo — Wy = (_j_/ﬁlp)
<y g > 5

VVZZVB«MWZ-M W&: [/:(_Wf_-_*(-ﬂ_/ﬁ Z)

<ugymy> <o > /

@)
LWy Wy > = (—410/ 1) 2 -2
Wf:ﬂ/_‘_ :(4/0/0) W;s:.ﬂ/i :(—‘4/1/0) W;‘:._Méi :(’Q_Z/ O/(S_Z)
[w,ll ”W&” [IWe|| 2 2

% V.

)
Ve B Vo = O Q+4-+Cc=0 Q=-70
\/3 :(&//@/C) -L‘/Z./VL ! ai % %

\/38-,3 Ve = O L--2¢ =0 C=d H=2d
17 o o
~> = (32,0 ) v BASE bvy vy B=|o 1 ©
O o O
1 o -3 ) 3 -0 O 3 2 3
W BASE camomch; H= o 1 2 H':é_ 2 141 =10 g 2
OET()=142 =3 o -1 1 3 -2 1 o 11



c 1 0
) RB=l1 1 2 DET(0) = 36 -2§ -5 =2
o ¢ S

c 1
(@) SyLVESTEﬂ_(j_,Z/Z) . QET(6)=6 0/:—7*(4 ; ):5 /7;_:7[5):4

++++  ~> =3 Mo M=o ~> (EF FoS/TI

T iy H

(%) -1 2 o\ /¢ 1 o -1 32 1
B{: 2 0 -7 77?_ 2 o 1| =

17 1 1/ \o 2 5 o 2 1

~¢ 1 ¢ ~ 3 A & -20 ]

=\ -1-0||2 o 1| =|%¢0 75 ¥

X $ K o -2 1 1. % 12

€) £ 1 0\ [~ -5

x?Bgv=(xyzE) |11 2 1]=(xy=l ¢ |=0
o 2 5 3 17
~D | “EXHEY HIZZ =0
(d) x=2vy-2 zase: vo=(4,0,) v=02,4,0)
A
LVg, Vg2 = [/26-/3,/2: (20—2) 1| =11 <V /7 = I/ZSD’Q:V)?
-5

P\
Wyz=Va We = Vz—f_'/ﬁ7‘/ﬁ_:[/z'-:’fl/z:(75 1
11

17
<V&/VL7 _4—31

11
BASE OATOGOMALE | Wy =(2)0,~2) w, =(7£,11,7¢]

/

(&) vp=(2,0/0) Vi=(0/1,2)

¢ 1
X2 B va=(xy &)1 |zex+Y=0 v =[x y &)1 |=X+YHT=0
o) 2
EX+Y=0 =-&'X
s Y -5 (2/.—72/ 5)
X+Y £22=0 Z= ,SZX



({) W:(ﬁ_/o/o): Wi +wy Wy =(6,8/.4-) éﬁ?/fﬂ%(ﬂﬁ}@)/(c/yg/f}%
wy=w-wy = U,-2,-4)
WB—E Vy =0 (1-«-24 =0 2+l-z0 b=-2
%Wigg V. =0 % %
a7 W :(0;5/—1)
(§) va=(2,60) Viz(o/4,0) Va=(00,1)

Waq = ‘/42(2/0/0) <Wz/v1/1>:6 <V2/n2>:4

-2e -S4 =o Q=5

W, = l/2__4\/2/}'1//> Wy Va1 W, - (_4/5/ i/ o)
<W£/M/_4> (4 -
<V3/V1{4> =0 <VJ/Wa> =2 <M/2/W;_>:('7/£///0) 526):5/'5
@:Vsuwwz_w W, —vg_1¢ [,1/7_ {Z_ 'LE/7)
<upgymy> <Wo s> =/ 3
O
ws=(2 ,-1% ) dwsws> = (2,-12,85) | o ) -5
1
¥ \
WJ—:W‘— O)Wz—WZ ‘(0_02 )Wg’_‘._wi—i_:i’ﬁ_i
fwall (')_// [lw]| 405 D_/ | Wel] (D_S/ 3 /55)

% V.

)
Ve B Vy = O beth -0 To —zc @=%€
Vi :(&/z@-/c) .Ll/z/Vz_ g 2 % % 5

\/35,3 Vo = O Q@ tht2C=0 Z————D—c
17 o o
~2 V3= (2,-12,5] N BASE §veVehy H=|0 1 ©
O o O
0
1 o 2 - -0 O 22
/)
w BASE camorcA, Hl= o 1 12| M =1 |-2 5 +1 :_42_ O -5 12
%
OETH)=5-12--F o -1 5 -2 +12 1 0 -1 -1

I 1 ©o o Z 2 2 1 %7 2z
P:ﬂ@///: ,/_’ o 1 © o -5 -1)\z|o -&/z -1
z
O -1 0 o -1 -1 o 3z 1z



