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1. Esercizio 1(a): Taylor di ordine 3
Consideriamo )

f(z) =log(1+ z + 2?) — sin(z + z*) — 5 log(1 + z?).
Vogliamo determinare il polinomio di Taylor di ordine 3 con centro in x = 0.

Per il primo termine poniamo y = x + 2 e usiamo

v,y

log(1+y) =y — 5 + Y + o(y?).

Poiché
(z + 22)? = 2% + 22 + o(2?), (z + 22)% = 23 + o(2?),
si ottiene 1 1
log(14z+2?) =z + 22 — 5(1‘2 +223) + §$3 + o(z?),
cioe 1 5
log(l4+z+2?) =z + 5:102 - §x3 + o(z?).
Inoltre
. 4 z® 3
sin(z +2%) =x — F—{—o(:n ),

4

perché il termine z* non contribuisce fino all’ordine 3, e

1 1
5 log(1 4 z%) = =22 + o(2?).

2
Quindi
1 2 1 1
f(z) = <x + 5:102 — 31‘3) - <3: - 63:3) — §IE2 + o(z?)
= ——2% 4 o(a?)
Pertanto
1
Ps(x) = —ixg




Analisi Matematica 1 Soluzioni — Matematica, 18 luglio 2026

2. Esercizio 1(b): limitatezza su R

La funzione ¢ definita su tutto R, perché

1\? 3
1+x+$2:<w—|——> +->0, 1+22>0.

2 4

Studiamo il comportamento per || — 4o00. Si ha

log(1 + 2 + 2?) = 2log|z| + o(1),

1
3 log(1 + %) = log || + o(1).

Dunque la parte logaritmica vale

1
log(1 4 z + 2?) — 3 log(1 4 %) = log|z| + o(1).

Il termine — sin(z+2*) & limitato tra —1 e 1, quindi non pud compensare la crescita logaritmica.

Ne segue che
f(z) = 400 per x — +o0.

Essendo continua su tutto R e divergendo a +o00 per |z| — +00, la funzione ammette minimo

assoluto. Quindi ¢ limitata inferiormente.

D’altra parte, proprio perché f(x) — +oo per  — +00, non ¢ limitata superiormente.

In conclusione,

‘ f e limitata inferiormente, ma non superiormente. ‘
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3. Esercizio 2(a): parti principali di g

Consideriamo ) ( 2)
T arctan(t
— — 1 dt > 0.
o) = [T ez
Poniamo ( 2)
arctan(?
p(t) = ——5—
1+t
Pert — 0t sih N
er t — si ha , ) ) "1 Qm Iy '-L(LHO ‘P"O?PO
arctan(t ) ~t s m ~ ].7 l .
batale. Cowe wmivmimo
quindi
p(t) ~ 2. L U0 aQL
Pertanto ) ( )3 5 . tD
z 2z)° -z 7 9)
~ [ Rdr = = CLo
9() /m 3 3% P\
Dunque
g(x) ~ g:c?’ per z — 0 -
Per t — 400 si ha invece -
arctan(t?) — BL 14+t2~ 12 ’l
.. Qe O
quindi " - P\'O“
v 22
Allora ) )
T o T 17* T
—dt=— |—— = —,
9@~ | 5 2 [ tL i
Quindi
(x) T er x — 400
g A p .
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4. Esercizio 2(b): uniforme continuita e Holderianita

Con
arctan(t?)

t) =
o(t) T2

la funzione &

o) = [ oty ar

Per il teorema di derivazione degli integrali con estremi variabili,

g'(x) = 2¢(2x) — p(x).

La funzione ¢ & limitata in [0, +00), perché

0< arctan(tQ) < 1+t2>1.

s
27
Quindi ¢’ ¢ limitata:

19’ (@)] < 2[l¢llco + [Ielloo = 3ll¢llco-
Ne segue che g ¢ Lipschitziana in [0, 400).

In particolare ¢ ¢ uniformemente continua ed ¢ Hoélderiana di esponente 1.

Se si vuole anche la Holderianita per esponenti 0 < v < 1, basta osservare che g ¢ limitata:
infatti & continua, tende a 0 per z — 0T e tende a 0 per z — +00. Una funzione limitata e

Lipschitziana ¢ Holderiana per ogni esponente 0 < v < 1. A Vo C&LQU:DS&T‘O.'\O C,QLQ_,
Dunque Q\kao Won Q.LC.Q, 0a
‘ g € uniformemente continua ed ¢ Holderiana, anzi Lipschitziana. ‘ M&Mﬂ
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5. Esercizio 3(a): limite della successione

La successione ¢ definita da

Tp+1 =

Il punto fisso soddisfa

ossia

Quindi 'unico punto fisso ¢

Studiamo monotonia e invarianti. Si ha

Tn41 -1=

1+ 22

14+,

n xo =« > 0.

1+22 1= Tn(Tn — 1)
142, 14z,

Dunque il segno di 11 — 1 & lo stesso del segno di x,, — 1.

Inoltre

Tn+1 — Tn

Quindi:

1+ 22 1 -,
— Ty = .
1+, " 14z,

e se 0 <z, <1, allora z,41 >z € Tpt1 < 1;

o sex, >1,allora z,41 < xp € Tpy1 > 1

e se x, = 1, allora la successione ¢ costante.

Percio, per ogni a > 0, la successione € monotona e limitata, quindi converge. Il limite deve

essere ['unico punto fisso, cioe 1.

In conclusione,

lm z,=1 Va > 0.

n—-+00

Qu st goszouo Lone ' ptowss Staudowdl cow Qa, wonotouwlo,

e (o)
() 0<xm<| ¥melN
) YXuwm 2 Xy Omem)
GlL) Rey 2L & R
(o) L o=

d > |
() %®m 21 ¥mg N
) xud & R”m  ¥megMN
W) wm — L
o) L=l

G g'\rol&‘tm.wi—\. y M -%aﬂ'\. we.' W)w del Jetio staudand,

6
Vw &%Qggwo aubava Mmoo !



Analisi Matematica 1 Soluzioni — Matematica, 18 luglio 2026

6. Esercizio 3(b): bonus per o = 2026

Nel caso a = 2026, la successione ¢ decrescente e resta sempre maggiore di 1. Poniamo
Yn = Tp — 1 > 0.

Allora

y | =2 1_1:xn(xn_1):(1+yn)yn
nt n 14z, 24+ yn

Quindi
Yn+1 _ 1+yn s 1
Yn  24+yn 2
In particolare

T
Yn 9

Dobbiamo studiare

lim " (1— /z,), b> 0.

n—-+00

Poiché x,, > 1, si ha {/x,, > 1, dunque il termine tra parentesi ¢ negativo. Inoltre

1
n

e, dato che x,, — 1,
logzy, ~ zp — 1 = yn.

Pertanto

log x,, ) log Yn
1— vz, =1-— ~ — ~ =2,
Tn, exp ( - - -

Il limite ha quindi lo stesso comportamento di

b"yn
=,

Poiché /y, — 1/2, la soglia & b = 2.
Se 0 < b < 2, allora by, — 0 esponenzialmente, e dunque il limite e 0.

Se b = 2, serve un filo di attenzione in piu. Per n grande la successione y,, ¢ piccola, e

2Ynt1 _ 2(1 +yn) — 14+ Yn

Un 2+ yn 2+yn‘

D’altra parte, da yn+1/yn — 1/2 segue che y,, & definitivamente dominata da una progressione
geometrica di ragione minore di 1, quindi

Zyn < +00.
n

Pertanto il prodotto

any :yo’ﬁ 2Y41 :yoﬁ(1+ Yk )
" o Yk o 2+ yr

rimane limitato, perché il prodotto infinito converge. Ne segue

2"yn
n

— 0.
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Se b > 2, scegliamo r tale che
1 1
Poiché yn11/yn — 1/2, definitivamente y,,1+1 > 7yn, e quindi by, /n — +0o0.

Quindi

lim b" (1 — /an) =

n—-+00

{Q 0<b<2,

—00, b>2.
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7. Esercizio 4(a): globalita della soluzione

Consideriamo
u'(t) = u(t)’e™, u(0) = a.

L’equazione & separabile. Se o = 0, la soluzione &

u(t) =0
Se a # 0, allora
/
u_
w2
Integrando,
- =—et4 C,
cioe
=e P+
Imponendo il dato iniziale,
1
*:14-01, Ci=—-1
Q@ «
Quindi
@

u(t) =

aet+1—a’
La soluzione & globale se il denominatore non si annulla mai:
et 41 —a#0 vVt € R.

Se a < 0, il denominatore tende a —oo per t — —oo e tende a 1 — a > 0 per t — +o0o: quindi
si annulla.

Se 0 < a < 1, il denominatore & sempre positivo, e la soluzione & globale.

Se a > 1, il denominatore si annulla per un tempo positivo, perché

act+l1-—a=0 <= t=log e
a—1

Pertanto

la soluzione ¢ globale se e solo se 0 < a < 1.
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8. Esercizio 4(b): globalita e limitatezza

Dal punto precedente, le uniche soluzioni globali corrispondono a
0<a<l.

Per a = 0 la soluzione ¢ nulla, dunque & limitata.

Se 0 < a < 1, allora
e

aet+1—a

u(t) =

Per t — —oo si ha e~ — 400, quindi

Per t — 400 si ha

che ¢ finito. Quindi la soluzione ¢ limitata.

Se invece o = 1, la soluzione &

che ¢ globale ma non limitata.

Concludiamo che

la soluzione e globale e limitata se e solo se 0 < « < 1.
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9. Esercizio 4(c): integrale per a = 2026

Nel caso a = 2026,
2026

= 2026e—t — 2025

u(t)

Il denominatore si annulla quando

2026e~t — 2025 = 0,

cioe
¢ 2025
-~ 2026°
Dunque
2026
T =log ——
%8 5025’
e l'intervallo massimale contenente 0 ¢
I=(-00,T).

Su [ la soluzione & positiva.

Studiamo la convergenza di

Per t — —o0 si ha

u(t) ~ e,
quindi
u(t)c ~ ect
L’integrale converge a —oo se e solo se
c>0.

Per t — T, il denominatore si annulla linearmente. Infatti
2026e " — 2025 ~ 2025(T — t),

e quindi

per una costante positiva C. Allora

ut) ~ e

L’integrale converge vicino a 1" se e solo se

c<1.

Mettendo insieme le due condizioni,

Tudo Yo, we

cudrale, %‘wa\:i@{azjm )
oo YRuupio cow
de, L' Hopital

/u(t)cdt converge se e solo se 0 < ¢ < 1.
I
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