Soluzioni dello scritto di Analisi
Matematica 1

Corso di Laurea in Matematica - Pisa, 28 giugno 2026

Documento preparato per annotazioni: ogni esercizio inizia su una pagina nuova; anche
la bonus question dell’esercizio 3 ¢ separata.

Massimo Gobbino - bozza di soluzioni
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Esercizio 1 - Successione con parametro

Consideriamo

an=VnS+ne+1—Vni+n+1, a>0.
Raccogliamo i termini principali:

1/3
3n6+na+1:n2(1+na—6+n—6)/

1/2
Vnt4+n+1=n? (1+n_3+n_4) / .
Per o« < 6, usando gli sviluppi

A+ =1+ +0(), (148 =1+ +o(e),

I

si ottiene .
an = n? {no‘_(j ——n 340 (n* S 4n73 } ..
. ( rv)\ Quenit sso a0l sl
_ a4 - -1 a—4 —1 - N 2
3" g o +”‘;/ comedl, . S tpoteec
L A WL %a;(:p\auw
At comamda,

Distinguiamo ora i casi.

e Se 0 < a < 3, il termine dominante & —%n_l, dunque

1

Ap ~ —— — an*)O_-
2n

e Se a =3, allora

1 1 1
ap, = (3 - 2> n~t4o(nt) = —én_l +o(n71),
percio ancora

a, — 07.

e Se 3 < a <4, il termine dominante & positivo:

1 -
Ay ~ gna 47
quindi
an, — 0T
e Se a=4,siha
1
an = 3

e Sed < a <6, allora

e quindi
an — +00.

Restano i casi a > 6. Se o = 6, allora
Vnb +nb +1 ~ V202, Vi +n+1~n?

percio
an ~ (V2 —1)n? = +oo.

Se a > 6, il primo termine cresce come n®/3, che domina n?, dunque di nuovo a,, — +oc.
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Risposta

0, 0<a<4,
. _J1
ngl-lr—looan_ 3 a=4,
+o0, a>4.

Inoltre

ap— 0 <= 0O0<a<id

N
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Esercizio 2 - Funzione (x + sinx)”

Consideriamo
Fi(0,400) 3R, f(z) = (¢ +sing)”.
La funzione ¢ ben definita per z > 0, poiché x + sinz > 0.

Conviene studiare
h(z) =log f(x) = zlog(x + sinx).
Allora f =eP e
1+ cosz
h'(z) =1 i —_.
(z) = log(z + sinx) +J;x+sinx

(a) Iniettivita

Per x — 071 si ha
T +sinz ~ 2z,
percio ‘ o o
h(z) = zlog(z + sinz) ~ xlog(2z) — 0. Cotfong, quL { Rulie
Quindi Stuendicodo)

flx) — 17 per x — 0.

Inolt
noltre 1+ cos Cgp&e%m P

h'(x) =log(z +sinz) + 1————— — —00 per x — 0. .
\ " aine 7 colfa o i )
Dunque f & strettamente decrescente in un intorno destro di 0.
D’altra parte
f(1)=1+sinl>1.

Poiché vicino a 0 la funzione assume valori minori di 1 e poi arriva a un valore maggiore di 1,
per continuita alcuni valori vengono assunti due volte. La funzione non & dunque iniettiva.

f non ¢ iniettiva in (0, +00).

(b) Massimo e minimo su tutto (0, +o0)

Abbiamo gia visto che
lim f(z) =1.

z—0t
Invece, per x — +o0,
Tr+sinz ~x,
e quindi
f(z) = (x +sinx)” ~ 2% — +oo.
La funzione non ammette massimo, perché e illimitata superiormente.

Per il minimo, osserviamo che vicino a 0 si hanno valori minori di 1, mentre per x grande la
funzione tende a +oco. Possiamo quindi restringerci a un intervallo compatto [4, R], con § > 0
piccolo e R grande, sul quale la funzione continua assume minimo. Tale minimo & anche minimo
assoluto su tutto (0, +00).

Qu =2 eorcaudd A& adetbouy o, Lur. & Welrustrass 8'2“'&13""“ 10
;ﬁaﬁkﬂm%aﬁbw@b 5 A rruplo deliueudo Yed R 7
-Q‘Q«)s@ ¥xe (0,8) e %'(‘,x) o5 dx=2R
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| f ammette minimo assoluto, ma non massimo assoluto.

(c) Uniforme continuita e Lipschitzianita in (0, 2026)

Poiché
lim f(z) =1,

z—0t

la funzione si estende con continuita a [0,2026] ponendo f(0) = 1. Per il teorema di Heine-
Cantor, I’estensione ¢ uniformemente continua su [0,2026]. Ne segue che f ¢ uniformemente
continua in (0, 2026).

Per la Lipschitzianita, invece, osserviamo che
f'(z) = f(x)h'(x).
Siccome f(z) — 1 e h'(x) = —occ per x — 0T, si ha
f(z) = —o0.

Una funzione Lipschitziana e derivabile deve avere derivata limitata in modulo nei punti in cui
¢ derivabile. Quindi f non e Lipschitziana in (0, 2026).

f € uniformemente continua, ma non ¢ Lipschitziana in (0, 2026).

Couurareudst
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Esercizio 3 - Integrali impropri

Consideriamo, al variare di b > 0,

“+o0 Sin 1'2026 —+o0
L = /0 % dz, I, = /0 20 sin(229%%) da.

Studio di I;

Vicino a 0,
Sm($2026) ~ 22026
Dunque
. (..2026
sin(z=7) 2026—b
~T .
20

L’integrale converge in 0 se e solo se

2026-b>-1, g QouR s\ polera Lo
ciod BUr BRAULUO |

b < 2027. % o m{m
All’infinito facciamo il cambio di variabile
y = 22026
Allora L 1/2026-1 —b —b/2026
dr = my dy, =y .

Quindi, all’infinito, I'integrale ha lo stesso comportamento di
/ ® 1b g
12026~ siny dy.
Poiché b > 0, I'esponente € negativo; per il|criterio di Dirichlet|l'integrale converge all’infinito
per ogni b > 0. \
N goredo. waglica, wa &,

Pertanto YR Vo e
I; converge <= 0 < b < 2027. ‘ P S A O\,m’(e, eJ
DR cade.

Per completezza, la convergenza assoluta all’infinito si ha se e solo se

1-0b
o006 1< b
cioe

b>1.

Quindi

I; converge assolutamente <=1 < b < 2027.

Per 0 < b <1 la convergenza & soltanto semplice.
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Studio di I,

Vicino a 0, U ?’\O\Q\MOV oW X =0 WAL,
b ( 2026) o b +2026 Lo
) C U Vemwewnwo

T Smi(x

che e integrabile per ogni b > 0.

All’infinito poniamo ancora Dug ?OU\’OQJJU'Q/ PNV

2026

y =", %Lum‘r@ucovw_, \ cawblo
Si ha wbdx:20126y§$—22—1dy‘ iQU, ! “OQ”QQJMD
St gersa wh o
? / y2026 Lsiny dy.

Per Dirichlet questo integrale converge se l’esponente € negativo:

Dunque bisogna studiare

b+1
2026 <"
Equivalente a
b < 2025.

Se b > 2025, 'ampiezza non tende a 0 oppure non decresce a 0, e I'integrale non converge.

Quindi 4 Mk) Py wn, ALUFE.
Is converge <= 0 < b < 2025. ‘ o %QU\‘ ~€\ !\'O /

La convergenza assoluta all’infinito richiederebbe

cioe b < —1, impossibile per b > 0. Dunque I3, quando converge, converge solo semplicemente.

I converge <— 0<b< 2027,| |Ig converge <= (0 < b < 2025.

Inoltre I; converge assolutamente per 1 < b < 2027, mentre I, non converge mai
assolutamente per b > 0.
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Esercizio 3 - Bonus question
Consideriamo .
g(z) = / 10 sin (#29%9) qt, x> 0.
0
Vogliamo stabilire se g ammette massimo per z > 0.

Facciamo il cambio di variabile

y = 2026
Allora |
dt — y1/2026—1 dy, 410 _ y10/2026'
2026
Quindi
1 1.2026 1
9(x) = M/ y7% ' siny dy.
0
Poniamo
11
P= 5026 < (1)

e definiamo v
GY) = / yP~Lsiny dy.
0

Allora g(z) = 556 G(2%29).

L’integrale improprio
+oo
/ yPLsiny dy
0

converge: vicino a 0 non ci sono problemi, poiché p — 1 > —1, mentre all’infinito si applica il
criterio di Dirichlet, poiché y?~! — 0 ed & decrescente.
Ora

G'(Y)=YP lsinY.
Quindi G cresce negli intervalli in cui sinY > 0 e decresce negli intervalli in cui sinY < 0.

I massimi locali sono nei punti
Y = 2k + 1), k=0,1,2,...
cioe, per la funzione g, nei punti

z = ((2k 4 1)7)1/20%6,

Mostriamo che questi massimi locali sono decrescenti. Infatti

(2k+3)m

G(Yit1) — G(Ya) =/ Yy’ siny dy.
(2k+1)m

Su ((2k + 1)m, (2k + 2)m) il seno & negativo; su ((2k + 2)m, (2k + 3)7) il seno ¢ positivo. Poiché
yP~1 & positiva e decrescente, il contributo negativo pesa pitl del successivo contributo positivo.
Quindi

G(Yi1) — G(V) <O0.

I massimi locali sono dunque strettamente decrescenti.
Il massimo assoluto € quindi il primo massimo locale, cioe quello corrispondente a

Y =m, z = 1/20%6,
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g ammette massimo assoluto per x > 0.

& — 71/2026

Il massimo viene raggiunto in

Lo, bovmus € Qalin beus.
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Esercizio 4 - Equazione differenziale

Consideriamo
u” (t) + () = 3.

(a) Soluzione generale

L’equazione omogenea associata &

o+ =0.
L’equazione caratteristica e
A+ A=0,
cioe
AN+ 1) =0.

Le radici sono
A=0, A =1, A= —1.

Dunque la soluzione generale dell’omogenea &

up(t) = C1 + Cacost + Cssint.
Qualo WOl AL VA,
oo, ey, s,

L) = b (0Pt s obed)

Cerchiamo una soluzione particolare. Poniamo
v(t) =o' (t).

Allora
0" (t) +o(t) = 17

/ N x
Cerchiamo una particolare polinomiale della forma MNL 1o !
|
vp(t) = A3 + Bt + Ct + D. R eq, Wm >

Allora qULiJUﬂ\L St' O%CU‘A%QJ t

up(t) + vp(t) = At® + B> + (C + 6A)t + (D + 2B).

Imponendo
v+ vp = 2,
otteniamo
A=1, B =0, C = —6, D=0
Quindi
vp(t) = t* — 6t
Integrando,
4
up(t) = 7 = 3t?

La soluzione generale dell’equazione ¢ dunque

4

t
u(t) = T 3t2 + C; + Cycost + Cysint.
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(b) Soluzioni che evitano il valore 2026

Vogliamo stabilire se esistono soluzioni tali che

u(t) #2026 VteR.

E sufficiente esibire un esempio. Prendiamo

Cy=0C5=0.
Allora
t4 9
Studiamo il minimo del polinomio
o,
t) = — — 3t°.
p(t) =

Si ha
p(t) = t3 — 6t = t(t? — 6),

quindi i punti critici sono

t=0, t = +V6.

I valori corrispondenti sono

36
p(0)=0,  p(V6) =" -18=9-18=-9.
Quindi
min p(t) = 9.
Se scegliamo
Oy > 2035,

allora
u(t) = p(t) +C1 > -9+ Cq > 2026

per ogni ¢t € R. In particolare, u(t) non assume mai il valore 2026.

Risposta

‘Si, esistono soluzioni tali che u(t) # 2026 per ogni t € R. ‘

Un esempio ¢

- )
u(t) = T 3t? + 2036.

10



