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Questa versione & pensata come soluzione leggibile e annotabile: non contiene solo i risultati,
ma anche i passaggi asintotici e gli argomenti qualitativi necessari per giustificarli.
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Esercizio 1 Limite con parametro
Dobbiamo calcolare, al variare di A € R,

_sin(@? 4+ %) —log(1 + 22 + \z?)
lim
2—0 (1 + 26)1/5 — cos(z3)

Per il denominatore usiamo gli sviluppi di Taylor:

1 1
(14295 =1+ 5$6 + o(2%), cos(z®) =1 — §:v6 + o(z9).

Quindi

(14 297 — cos(2®) = (; + ;) 2% 4+ o(2%) = %xﬁ + o(29).

Per il numeratore:

1
sin(z? + zt) = 2% + 2 — 63:6 + o(z9),

mentre

1 1
log(1 4 22 + Aa?) = 2? + ()\ - 2) zt 4 <3 - )\) 2% + o(z®).

Dunque
1
sin(z? + z1) — log(1 + 22 + \z?) = (z - A) ot + ()\ - 2) 25 + o(z°).

4 mentre il denominatore & di

Se A # 3/2, il termine dominante del numeratore ¢ di ordine z
ordine z°. Il rapporto diverge con segno determinato da 3/2 — \.

Se invece A = 3/2, il termine in z* si annulla e rimane

3
sin(z? + z1) — log (1 + 2% 4 21'4) =20 + o(2%).

Pertanto
sin(z? + 2%) — log (1 + 22+ %x4) 1 10
I - _—
20 (1 + 26)1/5 — cos(x3) 7/10 7
400, A< §,
o
7 ) — o
—00, A > %
2
\ J

Qub doi, A & Lado buw, , @ pate & kox Qude, di,
E%QWQC,OWMJ o
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Esercizio 2 La funzione f(z) = (1 +sinx)”

Consideriamo
f:(0,40) = R, f(z) = (1+sinz)”.
Immagine

Poiche 0 <1 +sinx < 2, si ha sempre f(x) > 0. Inoltre f(z) = 0 nei punti

3
x:§+2k7r, k> 0.

D’altra parte, nei punti

T + 2km

r=—

2

si ha
flz) =2 =227 5 oo,
Per continuita, tra uno zero e un punto in cui la funzione assume valori arbitrariamente grandi,
vengono assunti tutti i valori positivi. Quindi QL g auwdie i
\ N . <

Q Wwstrene, b def. o convesso

Im(f) = [0, +00).

Soluzioni di f(z) = 2026

L’equazione &
(1 +sinz)® = 2026.

Quando sinx < 0, si ha 1 +sinz < 1, quindi f(z) < 1 e non ci sono soluzioni. Le soluzioni possono
trovarsi solo negli intervalli
(2km, (2k 4+ 1)), keN,

dove sinz > 0.

In ciascuno di questi intervalli la funzione vale 1 agli estremi, mentre nel punto centrale

T

si ha
f(:Ek) = 2% 5 4+ 00.

Per tutti i k sufficientemente grandi vale quindi f(xx) > 2026; per il teorema dei valori intermedi,
in ognuno di tali intervalli ci sono almeno due soluzioni. Ne segue che le soluzioni sono infinite.

L’equazione f(x) = 2026 ha infinite soluzioni.
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Continuita‘ uniforme e Lipschitzianita

Nei punti

ak:g+2k7r

si ha f(ax) = 2%. Dove 1+ sinz > 0, derivando otteniamo - .
o huporbaute capwe
A qui sba, BARANDO

COsS T

f(z) = f(x) |log(1 + sinx) Lo B

In particolare,
f'(ar) = 2% log 2 — +oc.

Una funzione Lipschitziana su un intervallo ha, dove derivabile, derivata limitata in modulo dalla
costante di Lipschitz. Qui la derivata non & limitata: dunque f non & Lipschitziana.
Inoltre, prendendo hy = 27%, si ha hy — 0 e, per il teorema di Lagrange applicato vicino ad
ak, A Quenta & wuos
Pk + i) = flar) ~ /(@) = 2 1og227% =log2. ¢ Lyutalota |

Quindi esistono coppie di punti a distanza infinitesima per cui i valori della funzione restano
separati da una quantita non infinitesima. La funzione non & uniformemente continua.

f non ¢ uniformemente continua e non ¢ Lipschitziana in (0, +00).

Sl puuko () Qo sOURLOUL SIS AP & oSsewonD, g, , 2o R
Qozse Wi . coub. | allova sonebbe swoltueone, , clod

%—()Q < Ax + B 9 =< >0
S0 OpROTNULRY WAk A ¢ B. Ha quetto woy, © 'poga'z o,

e =% ?MUU
e = Toyopw A 0w Qluweone ke
L 2

Ak

) = a ~b AR, ReRRuRuid e, T K
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Esercizio 3 Funzione integrale e successione ricorsiva

Sia
r 1
g(z) = / arctan(t?) dt, Tpt1 = Eg(nxn), r] = .
0
Parti principali di ¢

Per x — 0,

arctan(t2) ~ 12 E‘o’\bta\i%w}j&e/ ok ) W,

quindi i D\ < Lo Oy
g(x) ~ / t2dt = %3 \ 6 %‘ @b
‘ J\Lg?mgamwi&, o,

Per z — 400, invece,

arctan(t?) — g, QJQQ,Q.UJ?‘{Q CRQ,
e quindi - R&P\‘\ﬂ,\
g(w) ~ 5«’75

Una variabile piu naturale

Pongo
Yn = NTp.

Allora 41 1
n
et = 0+ Do = 2gnan) = (142 glon).

Quindi la ricorrenza diventa

n+1 = lQyn-
et = (142 o)

Esistono dati con z,, — +o0o0?

Si. Infatti, per y — +o0,

9w) _, g > 1.

Dunque esistono M > 0 e ¢ > 1 tali che, per y > M,
\

9(y) > qy. Quedo & VR, Wo.
Se scegliamo a = y; > M, allora finche y, > M vale j * E .
CuolsouUe, CouR, AL

1
n =(1 - n) = QYn-
Yn+1 < + n) 9(yn) = ay Seve,

La successione y,, cresce almeno geometricamente, dunque y,, /n = z, — +o0.

Esistono valori di «a per cui x,, — +oc. |
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Esistono dati positivi con x,, — 07

Si. Per y — 0,

Yy

3
Quindi possiamo scegliere § > 0 tale che, per 0 <y < 4,

g(y) ~

2g9(y) <

VIS

Se 0 < a < 4, allora y; € (0,6) e, per ogni n > 1,

Esistono valori o > 0 per cui z,, — 0.

Bonus: comportamento esponenziale

Supponiamo di essere nel caso y, — +o0o. Poniamo

T W
2’ " nan
Dalla ricorrenza si ottiene
~9(yn)
Zn+1 = Zn
aYn
Ora
9w 4 (y = +00).
ay
Inoltre
Y/ 9
ay —g(y) = / (2 — arctan(t )) dt.
0

Inoltre, questa quantita tende a un limite finito, perche I'integranda ¢ asintotica a 1/t>. Ne segue

che )
L9 _ <> ’
aYn Yn

e questa quantita ¢ sommabile, dato che y,, cresce geometricamente. Il prodotto infinito converge
quindi a un numero positivo. Pertanto

Yn
———— = ¢ >0,
n(mw/2)"? ¢
e quindi

Tn Y

(7/2)"  n(r/2)"

—c>0.

v %
Si: b=§e,peropportunia>0, b—:—>c>0.
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Ultimate challenge: si puo imporre ¢ = 20267

Si. Il limite ¢ appena costruito dipende dal dato iniziale . La dipendenza ¢ continua sui dati
iniziali che producono fuga a 400, perche ogni iterata dipende continuamente da « e il prodotto
asintotico sopra converge uniformemente sui sottoinsiemi in cui la fuga € uniforme.

Inoltre:

@ e per dati iniziali molto grandi, la fuga & immediata e il coefficiente asintotico ¢ diventa
arbitrariamente grande;

@ e avvicinandosi alla soglia tra i dati che vanno a 0 e quelli che fuggono a +o0, il coefficiente ¢
tende a 0.

Per il teorema dei valori intermedi, il coefficiente ¢ assume tutti i valori positivi. In particolare
puo assumere il valore 2026.
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Esercizio 4 Problema di Cauchy

Consideriamo
u(t) = —u(t) + e tu(t)?, u(0) = a.

Per u # 0 poniamo

1
u(t) = )
Allora () —u(t) + e~tu(t)? 1
V'(t) = T MOE =10 et =o(t)—e

Quindi

v —v=—e"
Moltiplicando per e,

(e7tv) = —e72
Integrando,

e tu(t) = C+ %6’_%,

cioe

Poiche v(0) = 1/a, per a # 0 si ha

Quindi

11ty Lo—t
2)6 + ;e

Per a = 0, invece, la soluzione ¢ semplicemente u(t) = 0.

Caso a =3

Se a = 3, allora

1 1 1 1
a 2 3 2 6
Dunque
1 6Get

cioe per
t 11 3
= —log3.
5 g

Quindi la soluzione esiste nel futuro solo fino a quel tempo, dove ha blow-up. Nel passato, invece,
non ci sono singolarita e u(t) — 0 per t — —oo.

Get

ult) = =,

t<11 3
— 10 .
5 g

La soluzione ha blow-up futuro in T+ = %log 3 ed ¢ globale nel passato.
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Globalita nel passato e nel futuro

Per a # 0, la soluzione & globale se e solo se il denominatore

1 1 1
D — - = t —,—t
) (a 2)e e

non si annulla mai. Moltiplicando per e’ > 0, otteniamo la condizione equivalente

11\ 5 1
- — = —#0 Yt € R.
(a 2)6 —1—2;& €
Se 11
- - <0,
a 2

allora questa espressione si annulla per un certo ¢, e si ha blow-up. Se invece

> 0,

IS
DN | =

non si annulla mai.
Per a > 0 la condizione equivale ad a < 2. Per a < 0 non ¢ mai verificata. Aggiungendo la
soluzione nulla, corrispondente ad a = 0, otteniamo:

La soluzione & globale nel passato e nel futuro se e solo se a € [0, 2].

Querto & LaBo bewe., Ndﬂ&d@,a%w) Se, wo
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2 NROo e, quOeue o voaldeilh separabilL.




