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1. Studiare la convergenza delle serie
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2. Determinare, al variare del parametro reale λ, il numero di soluzioni reali dell’equazione

3x3 → 8 = λ(9x→ 14).

3. Consideriamo la funzione

f(x) = sin(x+ x3) + arctan(x+ x5) + x2 → 2ex.

(a) Dimostrare che x = 0 è un punto stazionario, e stabilire di che tipo di punto stazionario
si tratta.

(b) Stabilire se la funzione, vista come f : R → R, è iniettiva e/o surgettiva.

(c) Dimostrare che, per ogni numero reale m sufficientemente grande, l’equazione

f(x) +m = 0

ammette un’unica soluzione reale.

(d) (Bonus question) Stabilire se esistono valori reali di m per cui l’equazione precedente
ammette almeno 2026 soluzioni reali.

4. Consideriamo la funzione

g(x) =

∫

x

0

sin(
√
t )

t
dt.

(a) Dimostrare che g(x) è ben definita per ogni x > 0.

(b) Stabilire se g(x) è limitata inferiormente e/o superiormente su tutto (0,+∞).

(c) Determinare la parte principale di g(x) per x → 0+.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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(a) Essendo an > o possiamo applicare il criterio del rapport

al+ Ia
=entem

Quindi la serie DIVERGE A +*

(b) Essendo bn > o possiamo applicare il criterio del rapporto

↓
·Kent

Lo de

4 O

Quindi la serie CONVERGE



Osserviamo che X= nou annulla il LHS
.

Quindi possiamo dividere

e oftenere il problema equivalente

f(x) == =

studiano quindi la funzione f , definita per t
Limiti agli estremi

lius f(x) = + * lim F(x) =

-olive f(x)=*-If ↑ X + 1
basta -

raccogliere +
occorre osseware de 3 .-8 > o

f'(x)=(33-74)x
-

2 x

quindi il suo segno
e come

nello schema qui accanto fix-
f(x)

I valori in-5 ,
1
,

2 si -
calcolano facilemente ,otteendo

il grafico qui accanto.

Conclusioni : Z
1 sol . me Je (0 , ) 0 (1 , 4)

2 sol ve Je < ,
1

, 43

3 sot vs Je( , 1) 0 (4 ,
+3)

= istruttivo A posteriori interpretare il risultato in termini di confronto

tra i grafici di LHs e RHS originali . E istruttivo anche provare a risolve

se l'esercizio studiando la funzione differenta (confrontare i metodi ! ).



(a) Calcoliamo il polinomio di Taylor di ordine 3 concentro in x =0

f(x) = X+x3- jx3 + x - EX3 + x - 2 - 2x - x2 - y x3 +o(x))

=- 2 + 5x3 + o(X3)

Ne segue che x = o e un poto di flesso a targente orizzontale

ascendente
.

(b) Surgettivit : SI Basta Osseware (egiustificare bene mediante

nacroglimenti e/o confronti) che

lim f(x) = - live f(x) = wo

* -> Ax ↑
X - -

↑
Comanda

comanda X
?

l'exponenziale

A quel punto si chinde con il tearma dei valori intermedi

Quiettivit : No Basta osservare che l'equazione f(x) = -2

ha ahueno 2 (in rolta almeno 3) soluzioni.

Una sol
.
i X =0.

Zolthe

· histe a >0 t . c. (a)--n (per ilfles· existe b> t . c. +(b) <- 2 (per il

limite a +x)

Quindi per il to dei valori intermedi in Taib]--



(c) Occone stabilise due fatti

Fattoslive f(x) = -
, quindi esiste Ace talee a

f'(X) 0 per ogui X = A.

Basta calcolare la derivata e osserare che comanda

l'exponenziale .

Fatto2 Esiste mo := min[f(x) : X = A3.
-

Questo segue dal fatto che live f(x)
= mo e dal tearma di

X + -x

Weierstrass generalizzato (spiegare wei dettagli come si applica).

A questo puto basta prendere - memo per aver soluzione

unica
. Infatti

-> almeno una sol . esiste per surgettiviti
-> nessuma solutione pur essere A in quanto-we wo

-> per XA c'e al pic una soluzione per stutta decresenta.

(d) Esistovo (e tutti gli m negativi con Im/abb , grande soud)

[Brutalmente per X negativo e come se fosse Sin (X+X3) + X e le

oscillazioni di sin dountea> battono la reseitadix].

Consideriamo l'interalls In-T-m--m] .

Quando x varia in

questo interwallo

-> le oscillazioni di e e arctar (... ) tendoro a o in quanto le

due funzioni hanno limite finito
-> l'oscillazione dix (-u+)- (m)2 e anche questo tende

a 0

-> la funzione X +Xi=: Y(X) copre un intervallo di lughezza

3(M+ ) - Y(#) e questa - to quardo n - to .
Ne segue

che per n grandi l'intervallo In contine almeno 20. 000 pti ai in

mui sin (-.. ) = 1 con in mezzo 9999 pti bi in cui sin (-.. ) = -1 .

Pouendo quindi-m = ultimi 3 termini di f calculati in-no ,
avemo che

& (ai) v -m + 1 e f(bi) v - m - 1
,
da cui la conclusione per

il tro dei valori intermedi (i v vanno transformati in disug . rigorose).



(a) La funzione g(X) e definita da un integrale improprio con unico

problema in 0
,

il quale converge poiche
sin
=>~= per

to (l'equivalenza va dimostrata

formalmente con il limite

(b) La funzione g(x) e limitata inferiormente e superiorente
Per dimostrato occorre osserare che

lim g(x) = o, ad esempio pedg
per ogri xe (0,)

x - +
xg(x) = Jud = le in quanto si trattaaslive

integrale improprio convergente

La convergenza si puo dimostrare ad esempio con Dirichlet :

Ftede a o decrescendo

↳ primitiva-2cos(E)
limitata

A questo p .
to g(x)e[-1 , 1] in un cento intervallo 50,A]

g(x) - [l- 1
,
l+ 1] in una semiretta [B , 10) co B>A

g(x) ha max/min finiti in [A
,
BJ.

(c) g(x) ~2E per x so t per dimostrarlo basta usare De L'Hpital

livliv =

Si puodimostrare de g(X) = cat ,
mail cambio divariabili

in un integrale improprio va giustificato.


