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1. Calcolare, al variare del parametro reale α, il

lim
n→+∞

(

1 +
n

n2 + n3 + 1

)

n
α

.

2. Studiare, al variare del parametro reale λ, il numero di soluzioni reali dell’equazione

x
2
− 1 = λ

∣

∣4x+ 5x2
∣

∣ .

3. Consideriamo l’integrale

I(α) :=

∫ +∞

0

1

(xα + 3)
√

x
dx.

(a) Calcolare I(1).

(b) Determinare per quali numeri reali α > 0 l’integrale I(α) è ben definito.

4. Consideriamo l’equazione differenziale

u
′(t) = u(t)3 · cos t.

(a) Determinare la soluzione che verifica la condizione u(0) = 1, precisando anche il suo
intervallo massimale di esistenza.

(b) Determinare per quali scelte di u(0) la soluzione ha esistenza globale, sia nel passato, sia
nel futuro.

(c) (Bonus question) Dimostrare che esiste una soluzione globale dell’equazione, la quale
ammette massimo M e minimo m positivi su tutto R, e tali che M = 2026m.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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Dimostriamo che O so 22

live Se 2 = 2

se2 > 2

Per dimostrarlo, scriviamo l'espressione come l'espoenziale
di

nlog (1+3)

che a sua volta riscriviamo come

o Se <2

Essa+

↓ fo se a > 2

↓
1

(poide o , quindi
diventa il solito limite

notevol(



Risciviamo l'equatione nella format = X

Ipossiamo perc x = -e X =0
,

cio i valori cheannullaro il denominator, non sono mai solut .)
Ora studiamo la funzione

g(x)=3

e poi cambiamo il segno per xe(- ,
0).

La funzione g(x) e definita per X + 0e X* -*
Tende a 5 per X- 10.

El suo seguo e dato dalla tabella alate
La derivata e g(x) + - 3 + 3 - +

geox()(x(4X +5x2)2

e portanto il suo segno e dato
- 2 - 5 - 0

dalla tabella a lato g(x)-___ 1
+
+ ++

g(x) - - 3x5r A

Ossevviano infine che

g(-2) = [eg(-) = 1
,
da cui i grafici qui sotto

g(x) vera funzione Con
tratto in (- , 0)

ribaltato

# F



Quindi
,
in conclusione, l'equazione data ha

Osol .
~s Je (Y +x)

1 sol
. us)-5eX = I

2 sol . us Je()v()i)
3 sol. us J = - 1

4 sol . vs Jz(- *, -2)

Metodo alternativo (molto poco pratico) : distinguere i casi
a seconda del valore assoluto e trattare l'equazione come
mi eq.

di secondo grado con parametro , distinguendo ulteriori
casi a seconda dei coefficienti e del discriminante.

Verifica utile : provare a posteriori a sovrappone i grafici di
(4x +5x2)eX(y*-1)

e vedere che il risultato i corrente cor lo

studio precedente.



(a) Calcdiamo intanto una primitiva della funzione.
Con la sostitutione X = y2 ,

da cui dx = zydy ,
si ottieve

↓X=+zjjdy = 2/ autar(
A questo punto, piuttosto brutalmente ,

si conclude che

& x =2)atau
Pil rigorosamente , bisoguerebbe calcolare

liu elim *
che comunque si fanno allo stesso modo.

(b) L'integrale ha due problem ,
a o e all'infinito.

Detta f(x) l'integranda, si verifica che
· f(x per xs o (fare bene i liveiti) e quindi

l'integrale con problema in o converge secepe.
I

· f(x) per X- X (fare bene i liveiti) e quindi

l'integrale con problema a me converge se e solo se a+,

cioe se e solo se2.

Conclusione : I(X) eben definito2



Si tratta di una equazione a variabili separabili. Seguendo la procedura

↓= costat -Ent = sint +c us
+= c-2siut
u

2

u3

u(t = = mesint con il segno da scegliere a seconda del

dato iniziale

(a) Imponendo e (a) = 1 trovo c=1 e seguo+ , quindi

ult)=sint
Imponendol-esint > o Hoviamo sint- ,

cio te,)
che e l'intervallo massivale di esistenza.

(b) Imponendo(a =a trovo c= da wi

u(t) ===

1-222sint

Osservo
,
volendo facendo la verifica, che questa formula

forvisce la soluzione anche per Leo e per 2 =0.

Per avere solutione globale il denominator non si deve

mai annullare ,
il che accade se e solo se 2211

,
cioe

se e solo se <e)

Conclusione : la soluzione e globale ()-zucd
+
E



(C) Se Me m sono positivi , allora chiaramente <30.

Ze tal caso

= mi1-222 1+222
↑

denow-piu denom
.pin

piccolo possibile grande possibile

Imponendo M=2026 m trovicmo

#
e con semplici calcoli si verifica de questa equazione
ha un'unica soluzione < positiva (e minore di).


