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1. Consideriamo la successione

an = na sin

(

n2

n20 + 25

)

.

(a) Determinare, al variare del parametro reale a, il limite della successione.

(b) Determinare, al variare del parametro reale a, il comportamento della serie

∞
∑

n=1

an.

2. (a) Risolvere la disequazione
x2 − log x ≥ x,

stabilendo anche per quali valori di x vale l’uguaglianza.

(b) Determinare per quali valori del parametro reale c vale la disuguaglianza

x2 − log x ≥ cx ∀x > 0.

(c) (Bonus question) Stabilire per quali valori del parametro reale b vale la disuguaglianza

x2 − log x ≥ xb ∀x > 0.

3. Calcolare i seguenti due integrali:

∫ π/2

0

x| sin(2x)| dx,

∫ π

0

x| sin(2x)| dx.

4. Consideriamo l’equazione differenziale

u′′(t)− 2u′(t) + u(t) = f(t).

(a) Nel caso in cui f(t) ≡ 0 (cioè è la funzione identicamente nulla), trovare la soluzione che
verifica le condizioni iniziali u(0) = 1 e u′(0) = 0.

(b) Nel caso f(t) = et − e−2t, trovare la soluzione generale dell’equazione.

(c) Nel caso f(t) = t, stabilire se esistono soluzioni che non sono surgettive.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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Brutalmente : an ~nasiu (nto)va ,
da cui la resposta

ad entrambe le domande e immediata.

asanim
fr

to

2 y = ... 2
20

+ limite racolgo n
notende al denominator

Quindi tutto dipende dal limite dell'ultimo pezzo,
Conclusione

a <18 us an -0

a = 18 us an -1

as 18 us an -> to

(b) Con lo sterso ragionamento del punto (a) scopriamo che
la serie si comporta come la serie di a ,

che e

una armonica generalizzata.
Conclusione

a <17 us la serie converge
a 217 us la serie divange a to

Occone anche osseware che au >o definitivamente in

quanto l'argamento del seno fende a ot



(a) La soluzione della disequazione i x>o e vale il segno di

uguale se e solo se X= 1.

Per dimostrarlo studiamo la funzione f(x = X2- logX-X,
definita e derivabile per X >0. Osserviamo che

f(x) = 2x - y - 1=(x-

Per x>o il segno di f'cx dipende da quello di X-1 , quindi
La situatione i quella ↑

++ + + fdescritta nel diseguo
Ne segue che f(x) ha un minimo

-

assoluto in X =1
,
dove vale o

.

Quindi f(x)

f(x) zo pur ogni X >o con Vuguaglianza se e solo se X = 1,
che e equivalente a quello che

I
volevamo dimostran

I

(b) La disuguaglianza vale se e solo se c21.

Per dimostrarlo servono due case.

-> Per C > / non vale : per questo basta sostituire X = 1

-> Per 11 vale : questo segue dalla catena

x2- logy = x =X VXx0

↑ ↑

pito (a) C11eX>0

(C) La disuguaglianza vale se e solo se b = 1. . Infatti per b + 1 e

il p .to (a) . Per 61 osserviamo che
, posendo g(x) = X-logx-xb,

sila che g(1) =0 e g'(l) = 1-b , quindi g(X) diventa o a
sxodx di x= 1 a seconda del segno di 1-b.



Alternativaper (b) . Dopo over osservato che x-o , si pud
riscriver la disuguaglianza come

Y(x) = =no YXz0

il che e equivalente a trovare il minimo di y(X) per >0.
Per far questo occone studiare il segno di

Y'(x) =T
+09

il quale a sua volta dipende dal segno di 4(X) = XHogx-1,
che va studiata a sua volta (e viene abbastanza bene).

Ancora meglio si puo osserare che Y(X=1 per ogui x >o

grabie al pto(a) , con uguaglianza se e solo se x = 1, il
che e sufficiente per dedune che 1 e davvero il minimo

globale di ((X).



Integrando per parti atteniamo che

Sxsin(2x)dx = - E cos(2x) + J = cos(2x)dx
Pendere 20

=
- Ecos(2x) + +Siu(2x)1 secondi per La

Verifica

-Jetegrale1L Osservicio che sin (2x)0 per ogui xe [0, ],
in quanto 2x varia in IO, iT]

Quindi il valore assoluto e come se non ci fosse, e quindi
#

E

S x(sin(xi(dx = xsin(xdx = [- cos2x) +&sin(2x)]=

=

Integrate Osserviamo ora che sin (2x) = 0 in [,], quindi
Spezzando

=

.......sin
Z

- -[-cos() +sin(2x)]-



(a) L'equazione caratteristica i x2-2x + 1 =0
,
cioe (x-1)" =0

da cui X = 1 e radic doppia. La soluzione generale e

u(t) = al +btet .

Ora ult) = aet +bet + bet
, quindi

imponendo le condizioni iniziali

M(O) = 1 us a + 2
us ult) =

et-tet
u(0) = 0 vs atb =0 ve b = - 1

(b) Per trovare una soluzione della non omogenea basta fore
due tentativi separati del tipo ult) = ae-2teult) = attet

Cla cosa importante e il E, in quanto et e tet sono gia
soluzioni dell'omogenea) . Con semplici conti si ottiene

u(t) = aet +btet + y tet - te
- 2t

(C) Provando con un polinomio del tipo u (t) = at +b si ottiene

la soluzione generale
u(t) = alt +btet + + + 2

Saegliendo ora, per esempio , a = -1 e b =0 , si ottiene la

funzioner(t) = -et + + +2. Questa funzione soddisfa
lim u(t) = lim ult) = -o
t + +x t- --

e quindi non puo essere suroettiva (per Weierstrass generalizzato
ammette massimo globale su tulto IR).

Lo stesso vale,
, per esempio , se bro e a e qualuque.


