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1. Consideriamo la funzione

f(x) =
log(1 + sin x+ 3x2)− arctan x

log(1 + sin(x2) + 3x)− 3 sin x
.

(a) Determinare il limite di f(x) per x → 0.

(b) Determinare il limite di f(x) per x → +∞.

2. (a) Determinare il più piccolo numero reale k tale che

4
√
x+ 7 ≤ k · ex ∀x ≥ 0.

(b) Determinare il più piccolo numero reale k tale che

4
√
n+ 7 ≤ k · en

per ogni intero n ≥ 0.

3. (a) Calcolare l’integrale
∫

π
2

0

cos
(√

x
)

dx.

(b) Stabilire se il seguente integrale improprio è convergente/divergente/indeterminato:
∫ +→

0

cos
(√

x
)

dx.

4. Consideriamo il problema di Cauchy

u′ =
u2 − 3

u+ 1
, u(0) = α.

(a) Studiare qualitativamente la soluzione (con particolare riferimento all’eventuale esisten-
za globale nel futuro/passato, al comportamento asintotico e alle proprietà di monoto-
nia/convessità) nel caso α = 2025.

(b) Studiare qualitativamente la soluzione nel caso α = 0.

(c) (Bonus question) Tornando al caso α = 2025, calcolare

lim
t→−→

log (u(t)4 − 9)

t
.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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Las Taylor di ordive 2 sopra e sotto
Num = log (1 + x+3 x2+o(x2)) - X + o(x2)

= X +3x
- zX - x + o(x-

=EX2 + o(xz)

Deu = log (1 + sin(X) +ox) - 3siux
= log ((+3x+ x2+0(xz) - 3x +O(x)
= 3x+ x-2x - 3x + 0(x2
=
-Ex + o(x)

Quindi um
(b) Brutalmente Num ~log (3x2 = 2logx +log3

Deu v log (3x) = log x +logs
Quindi

um-
Rigorosamente : basta raccogliere x e x dentro ai logariti

Num = log [x? (3++ )] - actaux

= logx + log (3 + - .. ) - arctaux

Peu = log[x(3 + Su + )] - 3 siux

= logX + log (3 + - .. ) - 3 sin X

A questo poto basta raccogliere logx sopra e sotto.



Poidhe e
"
> o sempre , posso dividere per e

". Cosi ci si riduce a

determinare il massimo di

f(x) = (4*+7)eper Xz0.

La funzione e sempre positiva ,fende a operX -> to, e

f(x) = (E -4 - 7)e
-x

Il segno dipendeda 2-4X-7#, che povendo t = Ex diventa
- 472-7t + 2

.

Le radici sou

tirt -2ws nessuu
Quindi f'(x) >o se e solo se
-21 ,

cio se e solo se ·02X176 - I

Quindi f(x) ha max per X = i e poi to
decree verso or

- i
(a) 11 miglior K e il max di f(x) , e cioe 8e

(b) Poiche in particolare decresce da 1 in poi , per il miglior
k se la giocauo f(0) = 7 e f() =17,e

per cui il miglior t e 7



Determiniamo una primitiva

Scos()dx = Scos(y)· zy dy I
X = yz per parti
dx =zydy

= cysiny - Jesiny =

zysmy + 2cosy
= 2* Sm(* ) + 2 cos(#)

VERIFICA!

2

(a)COSCE)dx = [2Esu(() +2cos()]o
= entsint + 2 cost -2cos(d)

= - 2 - 2 = - 4

A

(b) /to cos(E)dx =lim ScosCd
sostituisco nellaa

= lime (2Fsm +2 cost - 2)
At to

primitiva
Dico che il limite non existe e dunque l'integrale improprio
e indeterminato

Per dimostrare la non existenza
,
basta considerare le succ.

-> Ar = ( +2kπ)2 ,
su cui fende a to

-> Ar = ( +2π)2, su cui fewe a -o



2) segno di n'e rappresentato dai +e-
in figura .

Osserviano anche che

+ t

t

· "Tt ↳n -+ + t E

----
M+1

-- -

>o se-1 - - ---

- 1

per cui il segno di u" coincide cou
+ + + + + t T

--3
quello di s

- - -
- -

-

-
-- -

(a) Per 25, e quindi anche per 1 = 2025, la soluzione e

resente e conversa. E definita globalmente sia nel passato
(non puo attraversare 5) sia nel futur (per confronto in

u
2
- 3quanto - el per 125) .
u + 1

zuoltre dal forma dell'asintofo segue de
lim e(t) = to e lime u(t) = 53
-- > to t + -x

(b) Per Le (15), e quindi anche per 1 =0, la soluzione e
decrescente e concava. E definita globalmente nel passato
Cuon pers attraversore 5), e ha Breakdown nel futuro
(s existesse globalmente avrebbe limite finito, no gli unici
possibili limiti finiti sono, ... (



(Bonus) Si tratta di una forma indeterminata del tipo
=> quindi si puo applicare De L'Mopital

lime-9) limit is
= liur ↳11)t
tt -y

=linu2+3)=


