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1. Consideriamo la funzione

f(x) =
cosh x− 3

√
1 + sin2 x

cos x− ex + arctan x
.

(a) Determinare il limite di f(x) per x → 0.

(b) Determinare il limite di f(x) per x → +∞.

2. Consideriamo la funzione g : R → R definita da

g(x) =

∫

x

0

arctan t

1 + t4
dt.

(a) Dimostrare che la funzione ammette un limite reale ! per x → +∞.

(b) Stabilire se la funzione ammette massimo/minimo su tutto R, ed eventualmente calcolarli.

(c) Stabilire se la funzione è Lipschitziana su tutto R.

(d) (Bonus question) Studiare, al variare del parametro reale a > 0, la convergenza dell’inte-
grale improprio

∫ +∞

0

|!− g(x)|a dx.

3. Consideriamo la successione definita per ricorrenza da

xn+1 =
5xn

xn + 3
, x0 =

1

2025
.

(a) Determinare il limite di xn.

(b) Determinare, al variare del parametro reale b, il limite di n

√

|xn − b|.

4. Consideriamo il problema di Cauchy

u′(t) = eu(t) · cos t, u(0) = α.

(a) Determinare la soluzione del problema nel caso particolare α = 7, precisando anche se nel
futuro si ha esistenza globale, blow up o break down.

(b) Determinare per quali valori reali di α la soluzione è globale nel passato e nel futuro.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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(a) Numerator = 1+ - (1 + xi +o(x4)"3

= I+- +o(x)+ + 0(xY)

Denominator = X- * -X-X- +y +o(xy) =
- xi+o(xy)

-(x)- - - px-

(b) coshx=e, quindi racogliendo e sopra e sotto

O
O

7 --E per X - to

↓ Se
O D

I vari limiti nulli
, quando non segnono immediatamente dai

Hori algebrici ,
si giustificano con i carabinini. Ad excmpio

#
↓ 5 ↓
O O O

-o -0 -



(a) lim gx=aud per definizioue di it ipopra

L'integrale converge per confronto asintotico conP

(bLa funzione g(x) e PARI in quanto primitiva di uno funzione dispari.
Zwolbre O

↓

++ g(xg'(x)= d

Igrafico e quello in figura. * g(x)

min[g(x) : xc1R3 =0

max[g(x) : XEIR] nou existe

sup[f(x) : xR3 = &

(C) Poiche Ig(x)) = * perogui xEIR , g(x) e Lipschitziana in IR

(d)Intanto I-g(x) >0 per ogni xeR .
Zoltre I-g(x)~ poiche

himlim
Hop

Quiudi l'integrale converge se e solose

-o -0-



(a) Dimostriano che Xn-2

Osseviamo intanto che
, per Xz0,

f(x)zx(2X(5x2x +3x

E X2e2X

Xe20 , 2) con usproglianta per

xorx-
PLANO

(i) zeXnE2 Anzo Linduzione)

(ii) Xn+< Xu Am 10 (riconenza + disequations)
(iii) Xn -l E IR ((i) + (ii) + to

·
Succ· monotone)

(iv) l = 2 Lunica sol . di F(1)-l compatibile con (i)

(b) Se b 2
,
allora (xn-blm-12-bl = 1

Se b = 2
,
allora intanto (xn-bl = 2- xn -o.

Per rapporto e radice

!
=>)=3

+ 3

e di consequenza
~

Texa

seb2

Quindi"Ten-labe
O.

Guarda caso
,
la derivatadi

z
in x =2 vale=

-o ---



(a) Si tratta di una eq . diff . a variabili separabili
e-udu = costdt us-e- = sint+o

v e = c-sirt us-uct) = log (c-sint)

us u(t) = - log (c-sint) x = u() = -logc
soluzione generale us logc --a us c=e

u(t) = - log(e-"-sint) us u(t) = -log(e-- sint)

a soluzione ha BU a fo quando sint = e, il che nel futuro
accade quando

t = accsiu (e-7)

(b) I problemi ci souo quando sint-e
-> Se a 10

,
allora e)

, quindi sint
= enon ha soluzione,

quindi non ci sono problemi
-> se <20, allora o see /, quindi esistano valori dit ,

sia

positivi sia negativi , percui sint-e-c.

Conclusione

· Per a ro c'e existenza globale nel passato e nel futuro
· per a 20 c'e blow up a to sia nel passato sia vel futuro


