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1. Consideriamo la funzione

f(x) =
x sin x− log(1 + x2)

3
√
1 + x4 − cos(x3)

.

(a) Determinare il limite di f(x) per x → 0.

(b) Determinare il limite di f(x) per x → −∞.

2. Studiare, al variare del parametro reale λ, il numero di soluzioni reali dell’equazione

λx8 + x7 = 1.

3. Consideriamo la serie
∞∑

n=0

√
nα + 3− n

n2 + 5
.

(a) Determinare il comportamento della serie nel caso α = 4.

(b) Determinare il comportamento della serie nel caso α = 1.

(c) Determinare il comportamento della serie nel caso α = 2.

4. Consideriamo la funzione

g(x) = 3 cos(x4 − x10) + x5 arctan(x3).

(a) Determinare il polinomio di Taylor di grado 8 di g(x) con centro in x = 0.

(b) Stabilire se la funzione, vista come g : R → R, è surgettiva.

(c) Dimostrare che l’equazione g(x) = 3 ha almeno tre soluzioni reali.

(d) Calcolare la derivata 14-esima di g(x) in x = 0.

(e) (Bonus question) Sia cn una successione di numeri reali positivi tale che g(cn) = 2025n

per ogni intero positivo n.

Determinare per quali valori reali di x converge la serie di potenze

∞∑

n=1

cnx
n.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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termine suce . XS
↑

(a) Sinx = X - -x + o(XY)veXSiux = Xi- jxP + o(x4)
termine succX

log(1+ t) = z -Et + o(t) uslog(1+x) = x2 - 2x4 +0(x4)
termine succ. X

*

5
(1 + z)5 = 1 + jt +o(t)v((+xx) = 1 + 5x4 + 0(x4)

termine succ. X6

↑
cost = 1 - Et + o (tz) us cos(x3) = 1 + 0(x4)

Mettendo insieme :

#x-logoa
chequindi tende a 1 per Xeo

(6) Raccogliendo IX1
*
sopra e sotto ci ritroviamo

X
--
Giustifichiano i 4 limiti

# Ideu cor il cos

3

N = 1

↓ Je

O

·Clog(
potenta d ↓

batte logarituro o O
L



Osserviamo che x =o non e mai soluzione, quindi possiano
dividere per X

*
e riscriver l'equazione nella forma

#
↑ f(x)

Studiano la funzione f(x).
② Definita e continua per Xo

② him f(x) = 0- lim = live f(x) = +x
*-> fo X->Ot x+

or]
live f(x-o

③ Seguo di f(x) -
S

& f=x8-x

- ↳1374

=5)=--
Conclusioni :

o soluzioni per 1-
I soluzione per x-- e perd-o

2 soluzioni par-D0 e per
bo



-

Xoluzionealternativa Studiano la funzionex* + x
*

g(x)

⑨ Per X =o dobbiamo risolvere X-1 che ha come sol . Unicax=

②Per >>0 abbiamo che ling(x) =liv g(x)-

zwoltre g(0) =o eg'(x) = 8Xx* + 7x = X(8XX + 7)
, quindi

il segno di g'CX) e come in figura

-
+ ++

so we deduce degex4 ha sempre esattamente

due soluzioni

③ Per 110 abbiamo de lim g(x =live g(x-* -> Ax

zuoltre g(0) =o e il seguodig'(x) e come in figura
Locchio che ora-e positivo (

--- ↑
Se we deduce che ora l'ea

. g(X = 1 -
avra o /1/2 solutioni a seconda

de l'asissa del massimo sia , =, > 1.

ora g() =5-7
=-2

e confrontado questo valore con 1 si ottiene esattamente
il risultato precedente.

-o -0 -



Sia an il termine generale della serie
(a) Per4 si ha che an-1 , quindi manca la condizioneW
-

necessaria
, quindi la scrievegea to Lovviamente

an > o definitivamente in quanto tende a 1).
Per dimostrarlo basta raccogliere n2 sopra e sotto

#
(b) portant la serie e a termini definitivamente negativi

a - -e-auv , quindi la serietoge
Per dimostrarlo basta fore il confronto asintoxico couth

- #
raccolgo m2

-

(per la seriege per confronto asiutaico cont
Per dimostrarlo basta dividere e razionalizzare

&
Racedgo+)
it sotto

-o -0-



calcoliamo direttamente il polinamio di Taylor di grado 14

g(x) = 3[1 - t(xY- yo)2 + o(x()) + x5(x3 -Xi+o(xY)
↑

it terive successive it termine

e x da (x4- x10)4 successivo e X's

= 3(l - [x
*
+ 1 .
2x* + o(xY)) + x8 - zx* +o(x)
um

doppio prodotto

+
x = 3- t

(d) Pin() = 3 - 1 +
8+ x4 equindica=. 14 !

(b) Osserviamo de g(X)=actase (*) - >
↑e pari e feude a to per - If

e quindi
him g(x) =like gex=*->N

Essendo y continua, per Weierstrass generalizzato ammette
minimo n su tutto IR

,
e quindi non assume valorie m.
-

Ne segue che come g :ReSurgettiva



(c) Basta osserare che una sol e

X =0
, poi g(x) ha un max loc . in

x=0 perche si comporta sure 3ex
in un intorno di x=o (quindi assume
valori <3) e feude a +* pur X+* (g(x) e auche pari)·

(Bonus) Brutal mode : osserviamo che per IX grandi si ha
g(x)v(x3

e quindi
2025" = g(cn) ~kn

da cui

kn/no2s)

Pertanto dal criterio della radice segue che la serie

converge se e solo se
* 7-sas(

Per dimostrarlo rigorosamente possiamo mostrare che

ask definitival
a

Supponiamo infatti che sia (an > bn .
Allora

g(en) bu arctau (b) -3 bi-3 = 103 - 20252-3) 20232

Similmente se fosse kn/2 an , allora

g (Cn)
auarctau (au3) +3 2025?.<2025?

-o -0-


