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1. Consideriamo l’insieme

A =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y4 + 2z2 = 6, z ≥ 0

}

e la funzione
f(x, y, z) = x− y2 + z.

Determinare estremo inferiore e superiore della funzione f nell’insieme A precisando se si tratta,
rispettivamente, di minimo e massimo. In caso affermativo, determinare anche tutti i punti di
minimo/massimo.

2. Sia C il cerchio con centro nell’origine e raggio 2.

Calcolare
∫

C

|x+ y| dx dy,

∫

C

|x+ y − 2| dx dy.

3. Consideriamo la curva
γ(t) = (t+ t2, t+ t3) t ∈ [0, 1],

e il sottoinsieme D del piano limitato dal sostegno di γ e dalla retta y = x.

(a) Determinare la coordinata x del baricentro di D.

(b) (Bonus question) Determinare il volume del solido ottenuto da una rotazione completa
dell’insieme D intorno alla retta y = x.

4. Consideriamo la superficie

S =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + zy2 + 3z = 6, 0 ≤ z ≤ 1

}

.

(a) Determinare l’equazione cartesiana del piano tangente alla superficie nel punto (1, 1, 1).

(b) Determinare il flusso del campo vettoriale E = (y4, z3, x2) attraverso la superficie S, con
l’orientazione che punta approssimativamente verso l’asse z.

Si ricorda che ogni passaggio deve essere adeguatamente giustificato.
Ogni esercizio verrà valutato in base alla correttezza ed alla chiarezza delle
spiegazioni fornite. La sola scrittura del risultato non ha alcun valore.
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L'insieme A e limitato (ad excrmpio X
, y ,
ze[-3

,3]) e chinso
,
la funzione

continua
.
Quindi max e min esistano. Non ha senso cercare piti staziona

ri o singolari interi , perce A non ha piti interni
Utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
-

Wsistema 2x =0

4y3 =0 S => X = y = z = 0
, incompatibile con

47 =0 l'ultima equazione
x2+ y" +2z2=6

Etistema 1 = 2xx 19239eq .
~s X = 27

S - zy = 4 Jy3 29 eq us cy(2xy2+1) =0

1 = 4Xz - y =0 oppone ye--ef = -X

x2xy"+2z2=6

· Sey =0e x = 2z
,
allowa 42+ 222 = 6 ve (x , y,z) = (2 ,

0
, 1)

· Se y fo nou ci sono soluzioni perce dovrebbe
↑
la soluz. con zeo si

Scarta
essure y= -X = -17, che e impossibile visto che z10

.

Bordo del bordo Quando z -o dobbiamo studiare la funzione x-y
well'insieme Xity" = 6

. (Interpretare con live di livello

Passiamo direttamente al secondo Sistema (il primo non ha solut . )

1 = 2xX ·Sey =o
,
allora x = 5 v (15,

0
, 0)

I -

zy = 4)y3 · Se y Fo ,
allora ya = -x ve 2x* = 6 ve X = 15

x2 + y4 = 6 - (- 5,

"T
, 0

f (2,
0

, 1) = 3 Max = 3 P .
to max = (2 ,

0
, 1)

-(5 ,
0

, 0) = 15 Min = -25 Promin = (-5,

"5,0

f(-5,3 , 0) = - 25



Simmetria

↓

Sixylddy = 2) (x+)dxdy = 4 x dyiꋻ = do posoe = do
=[sin

"MilSixty-21dxdy = -x-y)dedy +2) ydyi

& (2-X-y) dady 2 Ala() = 2 .4 = 8π

Simmetlie

J(xy-2)dxdy = J (xy)dxdy - 2 Ava (C) = 2)xdxdy-2AraC

Area (C) = Area (Settore) - Area (Triangelo) = T- 2

xexdy = Sta Snug

-+
↳

--O

8 I [x2 - 5x3]

Mettendo tutto insieme

Sky-2/ddy = 8-4(-2)+=483



zutants osserviamo che E +tzt + +3 per ogui te to, 13 ,
cioe x (t) = y (t).

Questo ci dice che il sostegno della unva sta tutto "sotto" la bisettricey=X.

2) bordo di D i quindi costituito dazeuysomotor
o il Segmento (t , t) ,

con te [0 ,2], percorso
al contrario I

Ara (D) =/x dy = J (t+)(tdt-tat
= (t ++ +3 t3 +3 t4)dt - 2 = 2 + 5 + 2 + 3 -=

Sxdxdy = dy=-
O

- +2] (E+2E3 + 4t" +St +3t]dt-Stdy=
co pil di 1 :

risposta molto

Dividendo attenians che Xa= ragionevale

(Bonus question) Si tratta di integrave su d la distanza dall'ane di

rotazione. La distanza di (X ,Y) dalla retta y
= X e

data da
, per lo memo sotto la bisettrice.

Quindi Volume = addy =E (x-y) day

=T (Ex-xy)dy=T Ct++Y- (t+tY)(t++3)](1+3+z)dt

- (t- Edty =...=



Le sezioni di S a z fisso sono delle ellissi con centro nell'origine,
quindi s e una specie di "ciliudio" che ha come asse l'assez

(a) Judicata con g(x , y ,z) la funzione di cui ꋸ
S e luogo di zeni ,

osserviamo che
-

xg(x , y,z) = (2x , zy+ 2yz, y +3)
ortogonale al -Y

e quiudi xg(k , 1 , 1) = (2 , 4,
4). piano X

2) piano tangente ha quindi equazione
X +y + 2z = 5 passa per (1,k 1) ed e da (2 , 4,4)

(b) Osserviamo che div E = o
, quindi il flusso "entrantedaS e uguale

al flusso "usceule" dalle due basi (stiamo persando al solida

limitato da S e dai due "tappi" con z=0 ez= 1) .

Quindi

Send = Sc , (01)>do , lo1de

base asoraSotto

= S -xdxdy + JS
xy26 xyzy

Xddy = -+
It

SS
yes

**dedy =Joe
I xdxdya 2

. dude= o

x= + - =3

=
4Eπ


